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Abriss einer Theorie der Ab eT sehen Functionen dreier 

Variabein. 

In der vorliegenden Arbeit ist der Versuch gemacht, aus den 
Sätzen, welche über die allgemeinen Theta-Functionen beliebig vieler 
Variabein gelten, und unabhängig von der Theorie der algebraischen 
Integrale, zu einer Theorie der Aberschen Functionen dreier Variabein 
zu gelangen. Die Losung dieser Aufgabe ist von Herrn Weber in 
der Abhandlung: „Theorie der Abel'schen Functionen vom Geschlecht 
3, Berlin 1876*' begonnen worden, und ich würde ausgehen können 
von dem auf S. 37 der angeführten Schrift aufgestellten Additions- 
theorem. Indessen sei es gestattet, die Grundeigenschaften der Theta- 
Functionen, auf denen dasselbe beruht, hier noch einmal darzustellen, 
und zwar mit Anwendung der Methoden und Bezeichnungen von Herrn 
Weierstrass, der mich zu dieser Arbeit angeregt hat. Der Inhalt 
der drei ersten Paragraphen rührt von Herrn Weierstrass her. 

Erster Theil. 
§ 1. 

Die allgemeinste Theta-Function von q Veränderlichen (^1,1*2... Uf,) 
ist definirt durch eine Reihe von der Form: 

WO G(wj . . . ti^; w, • • • w^) eine ganze Function zweiten Grades der 
2q Grössen {u^ • - - u^, w^ • • • n^) bedeutet, und für (w, • • • n^) alle 
Systeme ganzer Zahlen zu setzen sind. Diese Function G lässt sich 
auf die Form bringen*): 

G(w, • • • w^; w, • • • yIq) 

0=1 



*) Diese Umformung ist nur dann unmöglich, wenn die Determinante der p« 
Grössen — — ~ — (a, |5 = 1 , 2 • • • p) verschwindet; welchen Fall wir ausschliesseu. 

ScHOTTKY, Abersche Funct 1 
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wo (?(«*,-•• w^, w,+^i • "W^ + ''(») eine homogene Function zweiten 
Grades von w, • • • w^, nj + v^ • • • w^ + v^ ist, und f*i • • • f*^, '^i' - -'^q, 

y7, 2p + l Constanten bedeuten. Die --—■ ^ ' - Coefficienten der homo- 

genen Function G betrachten wir als unveränderliche Grössen, 
fti • • • ft^, V| • • • V(, dagegen als veränderliche Parameter, und bezeich- 
nen die Summe 

oder, abgekürzt, durch 

9(t*j • • • Uq] ft, v). 

Dies ist dann, bis auf einen constanten Factor, welcher noch 
hinzutreten kann, die allgemeinste 6-Function. Die nothwendige und 
hinreichende Bedingung für die üonvergenz der Reihe ist, dass der 
reelle Theil von G(0 • • • 0, Vj • • • v^) für alle reellen Werthe von 
1/, • • • 1/^ einen negativen Werth habe. 

Zwei verschiedene Theta-Functionen lassen sich nun auf folgende 
Weise zu einander in Beziehung setzen. Es seien 

m;/, W2 ' ' ' Wq] 1//, 1/2' •• • V 

2q neue unabhängige Grössen; alsdann lässt sich, wenn wir die 
linearen Ausdrücke 

■^—7- G(w^' . . • 1// • • •) mit G{Wi . . . i;,' . . .)„, 

/ . ^ ^ («=l,2...p)- 

-^ , G{tv^ . . . 1;/ . . .) mit G(w^' . . . v,' . . ^c^+a; 

bezeichnen, G(w, + w^' • • • w, + ^1 + ^'i' • • •) ^^ dieser Weise entwickeln : 
ö(Wi+M?/ • • • n^'}-v^'}'V^ . • .) = G(wi . . . 1/,' • • •) 



a=l 

oder, da 



>j'..i;j'..) = i ^ [tVa G(Wi "V^' ' ')a + Va G{W^' "Vi "^^a] 



a=:l 

ist: 

G(w, + M?,' • • n, + i/j + «'i' • •) 

0=1 . 

+ G(Ui »-w, + Vl••)• 
Daraus folgt, wenn wir Va mit — vj vertauschen, und dann Wa+^a 
für fia setzen: n 
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a = l 

Wir setzen nun 



und 2G)a für «;«. Alsdann ergiebt sich: 



^^5 



a = l 

Daher: 



+ 2Äi > [f*a (Wa + l^a + Va')] 
a = l 



G(M,+2(D,'--n, + l/i--) + 27t%^ [f*o(W« + l/a)] 

a=l 

= 6r(Wi--W,+l/i+l/i'--) + 2%%^ [i^a-^^V^a) (Wa + Va + V«')] 



a=l 



— 2%i^ HaVa +^ [2 1?a («*« + <»«') — J^*>a Vo'] • 
a=l a=i 

Aus dieser Umformung des Exponenten in dem Reihen-Ausdruck der 
Function 9(^1+20)/ • •; ft, v) folgt: 

(3) 6 -=^ eK + 2<..;fi,i/) 

Wir fassen jetzt ft/ • • f*/, ^i' • • v^' als unabhängige Grössen auf. 
Dann ergiebt sich aus dem Gleichungssystem (2), dass die Grössen 
2G}a, 2rid lineare homogene Functionen derselben sind: 



; ^V<*'=2 



(4) 2(0a=^ \2llßG)afi-{-2v^'(Qaß], 2^»'=^ [ß (^ß Vccfi + ^V^f' tjaß] 

(« = 1, 2..p). 
Den Ausdruck 

a=l 

welcher eine lineare Function der q Variabein u, dagegen eine qua- 
dratische Function der 2p Grössen fi', v ist, bezeichnen wir durch 

ij(Wj • • • w^; f*'> ^')5 ^i^ erhalten dann: 

1* 
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(3) e e(M,+2(»i ••;fi,v) = e 0(Wi";f*+f^i^+'')' 

Die 4p^ Grössen 2(0aß, ^coufi, ^^afi, ^V^iif welche hier als Coef- 
ficienten eines Systems linearer Functionen definiri sind, sind ganz- 
zahlige rationale Functionen der "^ ^- Coefficienten von G. Es 

müssen daher zwischen ihnen ^^ ^^ — Relationen bestehen. Diese 

erhalten wir auf folgende Weise. 

Es seien fi| • • f*{>, i'i • • v^ und ^,' • • f*^', v^ • • v^ zwei Systeme 
von je 2(» unabhängigen Grössen ^ und 

2a)a =^[2fi^ «o/J + 2v^ üa'/j]» 2)?a = ^ [2^^* ^?a/*+2V/J l?«/*]» 

/*=1 ,-5 = 1 

2(0a=^ [2 f*/?' Oa/* + 2 V a)a^^] , 2 ?;«' = ^ [2 ft/ 7;^^* + 2 v/i?aV] • 

Alsdann folgt, da die beiden Gleichungssysteme (2) und (4) gleich- 
zeitig bestehen: 

G{2a^ . • — V, . .)p_|.„ = 2Ä«fAa, G(2a}^ • • — Vj . .)„ = 21^^, 

G(2öj/. . - 1//. O^+a = 2;ri>„', G(2ö,' 1//. •)« = 2^;. 

Nun ist; nach einem bekannten Satz über die quadratischen Formen: 

^1 [2(0« 0(20), • • — l/j •. Oa — VaG{2G)^ • V, • O^+a] 



i: 



= ^ [2cja 6f(2c«i/ i/j'. .)„ — i;„ G(2g)^' v^' Ot^-Hr]- 

a=l 

Folglich : 

(5) 2! [2^«' • 2i^« - 2"(ä„ . 2^«'l = 2;ri ^ [^«i;«' - fi^'i/a] • 

Indem wir diese Gleichung special isiren, erhalten wir: 


^[2G)afi • 2rj„y — 2tl„ß ' 2oay] = 



tt=l 



(6) ^[2«;^ . 2,,<;, - 2r]:ii . 2(o;y] = 

0=1 

^ / 27ti wenn /J = y > 

Z t2«»«V • 2n.r - 2ri:.:i ■ 2«„,] = | ^^ ^^„^ ^ ^ y. 

Es sei jetzt Q), • • • jp^, ^i • • • g'^)) ein beliebiges System von 8f 
ganzen Zahlen, und 




"-^' 
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[ßnifO.f + 25,0).,,], 25; — 2[ai>,ij.,. + 2«.il.V] 



(«-l,2-.p). 
Daiiii folgt 803 der Formel (3'): 

r''"""''''''e{K,+2ia-,..;^,r)=6"'"*""*-''''e(H,--;^+i,,v+3). 

Es ist über, wie unmittelbar aus der analytischen Darstellung der 
Theto-Fuuction hervorgolit , für ganze Zahlen p, q; 

(7) 0(H, ■ -^fi+iK v+(j) = /"'-"■' '"00*1 ■ ■; ,*, V), 
Dalier erhalten wir: 

[H) r'"'"""'""e(M, + 2ia-, ■ ■; it, v) = c "''"'"''■•"''•''-' eiui ■■;(i,v). 
Dicä ist die cLarakterisUsclie Gleichung der Functioii Q{Ui-i<^,'y(i,v). 
Wissen vir von einer Function /'(ti, ■ - iig), dass sie Tilr olle endlichen 
Werthsystente der Variabein den Charakter einer ganzen rationalen 
Function besitzt, und für willkflrliche ganze Zahlen p, q der Gleichung 

(8) genügt, so ist 

i''(i'i - ■ Wf) = Const. 0(iii ■ • Hpi li,v). 
Vorausgesetzt ist hierliei, dass die Grössen '^lOaß, 2iOa^, 2riafi, 2^tf 
die Gleichungen (G) befriedigen. Dies ist ein bekannter Satz. 

§2. 

Bilden wir jetzt ein l'roduct von r Theta-Functioaen: 
so folgt ans (8), dasa dieser Ausdruck der Be^gnBg 

(0, r""" ■•''■"n(.., + 2», . .)^,•"'l'^'^--'^'^,^■-<^ 

geuiigt, wo 

ist. Dieselbe Gleichung gilt ofienbar ßr ** '^ 



dinguDgen: 



zu genUgfiu onapy ' > ■ - _ , 
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wir eine 0-Function r**"^ Ordnung mit der Charakteristik (fi, v). Für 
diese gilt der folgende Fundamentalsatz : 

L Alle Q'Functionen r^^" Ordnung, welche dieselbe Charakteristik 
haben, lassen sich linear und homogen durch r9 unter ihnen ausdrücken. 

Es sei TT(w, • * Uq) irgend eine solche Function, die der Gleichung 
(9) genügt. Wir können aus dieser ein ganzes System von Aus- 
drücken bilden, deren jeder dieselbe Gleichung erfüllt. Wir bezeichnen 
zu diesem Zweck mit ft/ • • f*^', v,' • • v^ ein System von 2q willkür- 
lichen Grössen, und setzen: 

2öa' =^ \2nß Gigß + 2 y/ (Ogß] , 2ria =^ \2iißria(i'\-2vßriaß'] , 

(10) r"'^"-'''''''^nK+2< . . .) = n(w, . .; ^', v). 

Wenn für ft', v ganze Zahlen p, q gesetzt werden, so ist der 
Gleichung (9) zufolge: 

(11) n(ti, ..;!>;«) = c TT(Wi...). 

Sind jetzt ft/' • • ^q\ v(' • • v^' 2q neue Variable und 2oa", 2iyo'' 
die entsprechenden linearen Functionen derselben, so folgt aus Glei- 
chung (10): 

^(w, + 2ü/^.;^^^;0=c~'''^"'+'*"^''••''*''''^^(w,+2ö/+2ö/'...), 

^(% + 2ö/ + 2Ö/^.0 = «'''^""*''*''^'*'''''"^''^^(Wl.sf*' + ^^^'' + 
Nun ist 

1? (W, • • ; ft' + ^", V + V") =^ [(2 ly«' -{- 2 1t\a) [Ua -f ö« + Oa") 

— Ä i (ft«' -{- ft/) (!/«' + !/„")] , 

1^(M, + 2o^"..;ft',l/') =^[2)2a'(t*a + 2cia" + aJa')— ^if*a't/a'], 

Daraus folgt: 

ij(Wi • • ; ^' + f*"; v' + 1'") - ^ («*i +2ä/' . .; ft', v) — ri (w, • • ; ft", v") 

Es ist aber nach Formel (5) 

Xi [2 na ^a — 2 )^a' Wa"] = ^ i^ [f*a" ^a' — (Jf^a Va"J . 

Folglich : 

^(W|-s^'+^'>'+0 — ^K+2or--;f*', v) 
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Demnach ergiebt sich: 

(12) e TT(w, +2g7i ••;^,v) 

Setzen wir hier für ft'; v ganze Zahlen |}, g, so ist nach Formel (11) 



TT(wi + 2c}, ••;i),g')=e rT(M,+2(Dj •••). 



Da aber 



c n(t«i + 2oi •••)== TT (fi,«-;fi ,v ) 



ist; so folgt: 

m 

Aus diesen beiden Gleichungen (12) und (13) entspringt nun^ indem 
wir für fi"; v' ganze Zahlen p, q setzen, die charakteristische Gleichung 
f lir die Function TT (w, • • ; fi', v) : 

(14) e TT(f*i+2tar,-; ft,i/) 

= C n(w,-.5ft;l/). 

Diese Formel lehrt zugleich ^ dass, wenn wir die Grössen fi', v als 
rationale Zahlen mit dem Nenner r annehmen^ die Functionen 
TT(w, • .; fi'iv) sämmtlich die Gleichung (9) befriedigen. Wir setzen 
nun die Grössen v sämmtlich gleich Null, dagegen 

(^a=-^, (a = I7 2- • ()), 

wo jede der Zahlen tf,, tf 2 • * *^ einen der Werthe 0, 1, 2 • • r — 1 
haben soll. Da es rv solche Systeme giebt, erhalten wir somit r^ 

verschiedene Functionen TT (w^ • • ; — , 0) . Wir setzen ferner in der 

Gleichung (12) für v/' • • 1/^" ganze Zahlen, für fi/' • • f^^'' irgendwelche 
rationale Zahlen mit dem Nenner r. Dann erhalten wir: 

c •■ n(«.+2<..;?-,0) = n(«,.-;-^,!?)- 

Setzen wir nun 

WO dy • • d^' wiederum Zahlen der Reihe 0, 1 • • r — 1, und Pj • • P^ 
ganze Zahlen sind, so ist nach Formel (13): 
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^a + Pa — ^'t 

^a— 9af*a\ tt/ 

Folglich : 






(15) ''^ ' ' '•' ^ 
= e ^ '^ ^e '^ n(Wi--; — , 0). 

Wenn wir in dieser Formel für d, , dj * • *? all® rC verschiedenen Zahl- 
systeme setzen ; so durchlaufen tf/ • • dg dieselben Werthe. Setzen 
wir also 

(die Summe erstreckt über alle r9 Systeme der Zahlen d), so ist 

(16) e ^ /S(w,+2«i •••)=e ^ '^ ''o(t*,«"). 
Wir setzen jetzt 

Dann ist 

20«" = 2lSa, 2lja' = y ' ^'nay 

Daraus geht hervor^ das» die Formel (15) vollständig übereinstimmt 
mit der in (8) gegebenen charakteristischen Gleichung der Function 

V 

9(Wi'« ; fA, v), wenn wir in derselben die Grössen v« ersetzen durch — ^, 

Oaß durch — ^— , riaß durch rr/a^. Da aber die Relationen (6) bestehen 
bleiben, wenn wir die Grössen o)«^, oj^, riaßy ijaß ersetzen durch: 

— ; <»a/9; Votß) ^Vaß) 80 ist durch die Gleichung (15), dem zuletzt in 

§ 1 angeführten Satz zufolge, S(Ui • • w^) bis auf einen constanten 
Factor vollständig bestimmt, und zwar 

/S(t*i • • Uq) e= Const. 0'*(t*| • • u^] f*i ~)> 

wo 0'*(w^ • • w^; ft, -J diejenige Function ist, die aus 0(t*, • «m^; ft, — ) 

durch die angegebene Vertauschung der Grössen oj und rj entsteht. 
Wir erhalten also: 



OD 

I 

r 
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^^'^^ 2'[*~*'"^ ^^^"' ••; '» 0)] = Const. e'(«,. .«,; n, f). 

Die Gleichung (15) bleibt ungeändert; wenn wir v, • • v^ um be- 
liebige ganze Zahlen vermehren. Daraus folgt^ dass auch die Gleichung: 

(18) V[6-*"''^[^--Jn(«,..;4,O)]=K..«,)0'-(tv-te,;^,i±?) 

besteht. Hier geben wir jeder der Zahlen n die Werthe 0, 1 • • r — 1, 
und Summiren über die r? verschiedenen Systeme. Dann ist 



--, ^ir *»« 

[e r^ 






= 0, wenn irgend eine der Zahlen d^ ' - dg von verschieden ist, da- 
gegen = r^', wenn alle diese Zahlen gleich sind. Daraus ergiebt sich: 

(19) T]{ur'Ug) = r-n^Unr-n,) 0^ (u, • -t/^; p, ^)1 • 

Hiermit ist der aufgestellte Satz bewiesen. Denn es ist TT(t«i • • Ug) 
dargestellt durch r9 bestimmte Functionen. Jede derselben ist (wie 
aus (18) hervorgeht) eine Theta-Function r**^" Grades mit der Charak- 
teristik (ft, v). Zwischen diesen r^ Grössen besteht keine lineare 
Gleichung. Denn aus der Formel (19) lässt sich rückwärts die Gleich- 
ung (18) ableiten; nehmen wir also in (19) TT(m, • • t(^) = an, so 
folgt aus (18), dass die sämmtlichen Coefficienten (Wj • • n^) gleich 
sein müssen. 

§3. 

Wir machen jetzt die Voraussetzung, dass TT(Wi • • Ug) eine grade 
oder eine ungrade Function ist: 

(20) n(— M, w^) = xTT(w, • • w^)5 oc==+l. 

Geben wir in der Gleichung (9) den Grössen u^ • • Uq] Pi • . j>q] Qi - - qg 
die entgegengesetzten Werthe, so erhalten wir, da 

vi— w, Ug-, - i), — (Z) = i?(«i • • Ug]py q) 

ist: 

xe ^ TT(wi-f-2tri--) = xe TT(Wi--m^). 

Daraus folgt, dass, wenn die Voraussetzung (20) erfüllt sein soll, der 
Ausdruck 

für alle ganzzahligen Werthe der Grössen p, q selbst eine ganze Zahl 
sein muss. Es müssen deshalb f^i - • ft^, Vi > » Vg die Hälften ganzer 
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Zahlen sein. Da die Gleichung (9) nicht geändert wird, wenn wir zu 
fix ' ' fiQ} v^ ' • Vff beliebige ganze Zahlen hinzufügen, so können wir an- 
nehmen, dass jede der Grössen ftj ••/*?; ^i • • ^e ^^^ Werth oder ^ hat. 
Es ist nun 

Hieraus folgt, wenn wir den Variabein w, • • w^ die entgegenge- 
setzten Werthe geben, da, wie aus der analytischen Darstellung dieser 
Function ersichtlich ist, 

6(—Ux" — Ug] — f*, —v) = e(Wi--Wp; ft, v), 

(n) *- , -* 

Wir können nun setzen: 

-l^a^f^a+Pa, ^^^^^^ = —f^ + ia , («-1,2.. 9), 

wo 2), • • p^, Q.\ ' ' Q.q ganze Zahlen , und (n/ • • w^') ein bestimmtes zu 
(Wi • • w^) coujugirtes System von Zahlen ist, deren jede einen der 
Werthe 0, 1 , 2 • • r — 1 hat. Es ist dann nach Formel (7): 

Daher erhalten wir: 

Diese Formel muss mit der ursprünglichen identisch sein; daraus er- 
giebt sich: 

(21) (n/ • . n^) = X (nj • • n^) e * '* 

Die Systeme (n) und (w') sind verbunden durch die q Congruenzen: 

Wa + w„' + 2 v« ^ mod r . 

Es sind nun zwei Fälle zu unterscheiden. Entweder das System (n') 
fällt zusammen mit dem System (n). Diese sich selbst conjugirten 
Systeme bezeichnen wir durch (a). Für dieselben ist 

2aa + 2va ^=^ mod r, 

Oder es fällt (w) nicht mit (n) zusammen. Diese paarweise vorkom- 
menden Systeme bezeichnen wir durch (6) und (&')•, es ist dann: 
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(22) r* n(«, • • u, ) = V [(a, • . a^) e-(u, • • «^ ; ,i , '-+^)\ 

Bezeichnen wir mit a die Anzahl der Systeme (a), so ist die Anzahl 

der Glieder in der zweiten Summe =^—^^. Die Coefficienten {a^'^a^) 
sind, wie aus (21) hervorgeht, nur dann von verschieden, wenn 

e »^ = X 

ist. Es sind jetzt verschiedene Fälle zu unterscheiden: 

I. Es sei r grade und alle Grossen ft^, Va gleich Null. Dann 
sind die Systeme (a) bestimmt durch die Congruenzen 

2aa i:^ Omod r. 

Es kann also a« = 0, und a« = — gesetzt werden. Die Anzahl 
a der Systeme a ist demnach => 2^. Es ist aber 

e ^ c= 1 ; 

folglich (aj • • a^) = 0, wenn x = — 1. Daraus ergiebt sich, dass die 
Anzahl m der Functionen, durch welche T[(Uy • • w^) dargestellt ist, 

= — - — ist, wenn TT eme ungrade, und = — ^ — , wenn TT eme 

grade Function ist. 

II. Es sei r grade, und nicht alle Grössen f*«, ^« = 0. 
Dann sind die Congruenzen 

2aa + 2i/« ^ mod r 

' 1^ 
unlösbar; es ist also a = 0, und daher w = — • 

ni. Es sei r ungrade. 
Dann erlauben die Congruenzen 

2aa + 2i/a ^ mod r 

eine einzige Lösung; nämlich 

a„ = wenn z/„ = , 

a« = — g— wenn v« = ^. 

In jedem Falle ist also 

«a + v« = rvaj 
folglich 
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Es ist also m= — y~ ' ^®^^ *( — ^) "=+1; und m := — - — , 

wenn x( — 1) " " = — 1 ist. 

§4. 

Wir haben gesehen, dass nur solche Theta-Fuuctionen grade oder 
ungrade sein können, deren Charakteristik durch rationale Zahlen mit 
dem Nenner 2 gebildet wird. Gleichzeitig geht aus der Definition in 
§ 2 hervor, dass die Charakteristik nicht geändert wird, wenn wir 
jede der Grossen, aus denen sie besteht, um eine ganze Zahl ver- 
mehren. Wir setzen deshalb : 

/*« = 4-*«? v« = |£a, (a=l, 2..^), 
und setzen fest, dass jede dieser Grössen J, b den Werth oder 1 
haben soll. Es ist dann: 

e(— w, Ug, \d, if) = 6(w,--w^; ^8 — 8,{£-a), 

Dies ist aber, der Formel (7) zufolge, 

Mithin ist 6(m, • • w^; \S , ^f) eine grade oder ungrade Function, je 
nachdem Ufa^a eine grade oder ungrade Zahl ist. Demnach unter- 
scheiden wir grade und ungrade Charakteristiken. Jede dieser 4^ Cha- 
rakteristiken bezeichnen wir durch einen Index; speciell diejenige, in 
der die sämmtlichen Grölssen ö , s gleich Null sind, durch den Index 0. 
Greift man eine Reihe von Indices: a, & • • e willkürlich heraus, 
so giebt es einen bestimmten Index m von der Beschaffenheit, dass 

d« j- ^ -( f- d" = d"* mod 2 , 

e' + e" -\ 1- / = «"" mod 2. 

Wir sagen dann: der Index m entsteht durch Zusyammensetzung von 
a,h - ' e und bezeichnen dies dadurch, dass wir setzen: m »= a& • • e. 
Die Reihenfolge der Zusammensetzung ist hiernach gleichgültig; ferner 
ist klar, dass zwei gleiche Indices sich in der Zusammensetzung auf- 
heben, und dass eine Zusammensetzung mit dem Index keine Aen- 
derung hervorbringt. Demnach ist ab = ba, ahb = a, Oa = a. 
Zu jedem Index a gehört ein bestimmtes System halber Perioden: 

Die Function 

werde bezeichnet durch 7\{u^ • • w^)«. Es folgt dann aus der Glei- 
chung (3'): 
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"•»^.» lO 



- 'Et» ö' 

= e " ''e(«-.;i(J'' + i(J*,ii« + if*). 

Nun ist 

yfo p^ ' ' p^f q^ • ' qQ ganze Zahlen bedeuten; demnach ist 

Daraus geht hervor: 

wo &; a eine bestimmte von den Indices a, b abhängige Zahl bedeutet, 
dargestellt durch: 

(24) 6;« = 2'[-<^a+<H*'« + <-0]- 



a 



Man erkennt nun leicht, dass es auf mannichfache Weise möglich 
sein wird, 2q primitive Indices auszuwählen, durch deren sämmtliche 
Combinationen alle 4^' Indices, mit Ausnahme des Index 0, dargestellt 
werden können. Am einfachsten bietet sich zunächst dasjenige System 
dar, welches den primitiven Perioden entspricht. Wir bezeichnen durch 
den Index aa diejenige Charakteristik, in der sämmtliche Grössen 
fj, £2 • • ^^ gleich Null sind, und ebenso alle Grössen S^, d^ ' - Öq, mit 
Ausnahme von 8a] ebenso durch 6^ diejenige Charakteristik, in der 
£„ = 1, alle übrigen Grössen ^i, *2 ' * ^^? *i> *2 ' ' *^ ^^^^ gleich Null 
sind. Es ist dann klar, dass durch die Combinationen dieser 2q In- 
dices der Index nicht, dagegen alle übrigen Indices, und zwar nur 
auf eine Weise , dargestellt werden können. Zur Vereinfachung führen 
wir ausser diesen 2q primitiven noch die zusammengesetzten Indices ein: 

Es sei nun m ein beliebiger Index, und zunächst dargestellt durch 
eine Combination der primitiven a, • • a^,, tj • • 6^. Wenn in diesem 
Ausdruck a^ und b^ , oder Oj ^^^ ^2; ^' ^* ^* gleichzeitig vorkommen, 
so ersetzen wir diese Paare durch C), C2 u. s. f. Dadurch erhalten 
wir einen Ausdruck, der aus höchstens q Gliedern besteht, und das 
Kriterium, ob m ein grader oder ungrader Index ist, ist offenbar 
folgendes: m ist grade, wenn die Anzahl der in dem reducirten Aus- 
druck von m vorkommenden Grössen c eine grade, und ungrade, wenn 
diese Anzahl ungrade ist. So ist z. B. der Index a, b^ b.^ ^=^ Cy^ &2 ^^~ 
grade, a^bj^c^c^ dagegen grade. Wir suchen jetzt eine andere Be- 
zeichnuugsweise, bei der die graden und ungraden Indices in gesonderten 
Gruppen auftreten. 
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Wir nehmen zuerst an, es sei q eine ungrade Zahl, und definiren 
das folgende System von 2q-\-1 Indices: 



1 



«1 == »1 ^2 ^3 ^q+J ß\ = ^1 ^2 ^3 • ' • • ^^i 

2 

«2 = «2 ^3 ^4 gg4-« 

2 



ß2 = *2 ^3 


2 

• C^ + 3 
2 


2 2 2 

/5p4-3— 6(>+3C^+5 • 
2 2 2 




ßq 6^ Cj C2 • • • 





(25) «£-1-1 = Clq^l C^H-8 gg-f5 • • ^? 
2 2 2 4 

<^ g+2 = ^£+8 C tf4-5 ^i 

2 2 2 

* • 

Of« ^'^^ dg ^1^2 ••••••• C« — X 

2 

Verstehen wir unter Cq^z dasselbe wie cx, so ist allgemein: 

«2 = axCx-\.l Cx^iCx+3 • • C^ g-i 

. , ' (A = l,2..()) 

PJI = 0202 + 102+2 0+3 • • C (1-1 

*+ 2 

y = CjCjCg C^-iC(,. 

Diese 2q -{- 1 Indicea sind hier dargestellt in der reducirten Form. 
Man erkennt daher sofort, dass y ungrade ist; ax und ßx sind grade 

oder ungrade, je nachdem ^~— eine grade oder ungrade Zahl ist; 

d. h. grade, wenn ^ ^ 1 mod 4, ungrade, wenn ^ ^ 3 mod 4. 

Wir bilden jetzt die Co^ibinationen dieser Grössen. Combiniren wir 

zunächst y und ax, so heben sich die in beiden Indices vorkommenden 

Grössen O+i, C2+2 • • c q-^ auf, cx verbindet sich mit ax zu 62« I^^r 

^+ 2 

reducirte Index yccx enthält also ^"7 Grössen c. Dasselbe gilt von 

yßx. Mithin sind auch yax und yßx grade, wenn q ^ l mod 4, 
ungrade, wenn q^3 mod 4. 

Wir combiniren jetzt zwei verschiedene der Grössen «j , «j . . a^, 
/J,, /Jj • • /J^. Zunächst ist oflFenbar axßx = cx ungrade, und yaxßx grade. 
Setzen wir jetzt 

«2 = «2^2+102+2 ' c e-.i , 

■*" 2 
«^ = a^ c^i+i Cyu+2 • • c £—1 . 

Es soll A ^ ft sein; ax soll sowohl a2 als bxy afi sowohl a^ als 6^ be- 
deuten können. Es sei 
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Wir können annehmen , dass v eine Zahl der Reihe 1 , 2 • • ^ ^, ist 
(andernfalls vertauschen wir k und ft). Dann ist 



8 • 



Da die Zahl /* + v in der Reihe f* + ^ • ' f* + ^"ö" v^orkommt, so 
können wir a^ zerlegen in 

a^+y in: 

I 

Wir erhalten also^ da sich a^^-v mit Cfi^v zu 6^4^ ergänzt: 
€c^cc^-i^:^a^\^^c^+i • . c^+y-i c^^£±i • • ^^4.^4.£ 



— 1 • 



2 •- ' ■ 2 

Dieser Index ist in seiner reducirten Form, und enthält 2v — 1 

Grössen c. Es ist also «^«^4.^ ungrade. Bildet man endlich ya^a^4.y, 
so heben sich diese 2i/ — 1 Grössen c fort, und c^, c^i^v ergänzen sich 

mit üfihfi^v zu h^üfi^v. Der reducirte Ausdruck von ycCf^a^t^ enthält 

also Q — (2v — 1) — 2 Grössen c; mithin ist yaf^Uf^^ ein grader Index. 

Bezeichnen wir jetzt die Indices «j, «3 • • a^, ß\) ßi' ' ß^ ^^ irgend 
einer Reihenfolge durch m^, Wj • • W2^, und y durch m, so ist, wie 
wir bewiesen haben: 

m ungrade, m^ma ungrade, mmufnx grade 

(.<A). 

m« und mm« grade für ^ ^ 1 mod 4, 
ungrade für (> ^ 3 mod 4. 

mi, mj • • m2^ ist, wie aus (24) hervorgeht, ein vollständiges System 
primitiver Indices, und 

m = mym2 • • m2^. 
Wir bezeichnen nun in dem ersten Fall p 1= 1 mod 4 

m, m, , mj • • m2^ 
in irgend einer Reihenfolge durch die Zahlen: 

1, 2, 3 . .2(>+ 1 
und setzen ausserdem m = a. Dann ist 
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£ ungrade y 

sx grade (x = 1, 2 • • 2(> + 1), 

£xk grade (x, A == 1, 2 • • 2p + 1; x < A). 

In dem zweiten Falle qzfiS lüod 4 bezeichnen wir ebenfalls die Indices 

durch die Zahlen 

1,2,3. .2^+1, 
setzen aber £ = 0. Dann ist 

€ grade ^ 

£x ungrade (x = 1 , 2 • • 2(> + 1)) 

exX ungrade (x^ A = 1, 2 • • 2(> -j- 1; x ^ A). 

Nehmen wir jetzt an, dass q eine grade Zahl ist; dann setzen wir 

(> = (>' + 1 und bilden aus a,, aj • • a^, 6,, 62 ' ' V ^^® Grossen 
m, m, , mj • • n^Q-. Wir haben jetzt wieder die Fälle zu unterscheiden: 
(> ^£ 2 mod 4, und p ^e mod 4; oder (>' ^ 1 mod 4 und p' ^ 3 mod 4. 
Im ersten Falle p ^ 2 mod 4 bezeichnen wir mit 

1, 2,3. .2p + 1 
die Indices 

und setzen ausserdem 

Cq ''^ £• 

Dann ist b ungrade. £x ist ebenfalls ungrade für xs=l;2..2p-{-l. 
Denn da m« grade ist; und weder a^^ noch h^y noch 0^ enthält, so ist 
c^mn ungrade; ferner, da m ungrade ist, und a^, h^y Cq nicht enthält, 
so ist auch c^ma^ = m6^, c^m6^ = wa^, c^wc^ = m ungrade. Ferner 
ist BxX stets grade. Denn da mnfni ungrade ist, so ist Cqfnnfnx grade; 
da mmn grade ist, so sind auch Cgma^mx = h^mnix, c^mh^mjc^^ a^mnix, 
und Cqmcqniu=^fnmn grade. Endlich istc^mör^wfc^ = 0, CQmaqfncq = 6^>, 
Cqtnhqfncq = a^; also auch diese Indices sind grade. Demnach ist für 
diesen Fall: 

£ ungrade, 

£x ungrade (x = 1, 2 • • 2p + 1), 

€xl grade (x, A = 1, 2 • • 2p + 1 ; x ^ A). 

Es bleibt noch der Fall übrig: p = oder p' = 3 mod 4. In diesem 
setzen wir £ = 0, und bezeichnen mit 1, 2 • • 2p + 1 ^i® Indices: 

Cgin, c^Wj, c^Wj ' • c^wi2^'; a^, 6^. 

Diese sind sämmtlich grade, da m, m, • • niiq' ungrade sind. Die Com- 
binationen je zweier verschiedenen sind aber ungrade. Denn erstens 
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ist offenbar a^hg =» Cq ungrade. Wenn wir zweitens a^ und hq mit den 
übrigen combiniren, so erhalten wir 

bqmj hqfn^ etc.; a^m, a^m^ etc. 

Diese sind ungrade ^ da myfn^ etc. ungerade sind. Combiniren wir 
drittens die Grospen c^m,c^mj . .Cp »»2^' unter einander, so erhalten wir: 

mm^y mwj, etc. m^m^j ^WjWg, fWjWj • • 

Dass diese ungrade sind, haben wir schon bei Erörterung des Falles 
p ^ 3 mod 4 gesehen. Wir erhalten also : 

e grade, 

f X grade (x = 1, 2 • • 2p "|- 1), 

BTtk ungrade (x, A «== 1, 2 • • 2(> + 1; x^ A). 

Wir bezeichnen jetzt, wenn n ein beliebiger Index ist, mit [w] eine 
Grosse, welche = oder 1 ist, je nachdem n ein grader oder ungrader 
Index ist. . Diese Grosse wird dargestellt durch die Summe : 

[«]=^(*:*:)mod2. 

a = l 

Es handelt sich jetzt darum, wenn a ein Index ist, der durch eine be- 
stimmte Anzahl h von einander verschiedener Indices der Reihe 
1, 2 • • 2p + 1 ausgedrückt ist, den Werth von [aa] zu finden. Hierzu 
ist ein Hülfssatz nöthig. 

Es seien 2, m, n drei beliebige Indices; dann ist 



oder, da 



1 
[Imfi] = ^[«l'""C"] ^°^?> 

a = l 



6""" = 6' +«"• + «" mod 2, 

C"=<+*:+*>od2. 

[Imn] = ^[{sl + e: + el) « + ^ + C)] " 

az=l 

Diese Summe kann in folgender Weise geschrieben werden: 

i;[(c+^:)("j:+o+(<+^:)(c+o+«+c)«+c)] 



a = l 



-^ba^-^<^:+CK] 



a = l 

Mithin ist 

[Imn] = [mn] + [nl] + [Im] + [T] + [m] + [n] mod 2. 

ScHOTTXTf Abersche Fnnct. 2 
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Es sei nun a ein Index ^ der durch eine üombination von Tc ver- 
schiedenen Indices der Reihe 1, 2 • • 2p + 1 entsteht. Zwei dieser in 
a vorkommenden Indices seien x, A; dann ist a^=7cka\ wo a zwei 
Indices weniger enthält. Es ist nun^ wenn man in der letzten Formel 
l = Büy m ^= x,n = l setzt: 

[saxl] -£ [eax] + [fa A] + (xA) + [sa] + [x] + [A], 
Gleichzeitig ist aber 

[£xA] = [ex] + [sK] + [xA] + [f] + [x] + [A]. 
Mithin 
[aa xA] ^ [eax] + [ca'A] + [aa] + [axk] + [fx] + [cA] + [«]. 

Nun ist in allen vier Fällen £xA grade, wenn s ungrade ist, und umge- 
kehrt; femer sx, eX gleichzeitig grade oder uugrade; daher ist 

[axA] + [£x] + [«A] + [e] = 1 mod 2; 
mithin 

[eaxX] ^ [eax] + [sa k'] + [^«1 + 1. 

Wenn wir nun bewiesen haben, dass für alle Combiuationen a' von 
der Ordnung Je — 2, [sa] denselben Werth hat, und dass dasselbe gilt 
für alle Combiuationen ax, dX etc. von der Ordnung Ä — 1, so geht 
aus dieser Formel hervor, dass auch für alle Combiuationen a von der 
Ordnung Ä; [aa] denselben Werth hat; und zwar ist dieser Werth ent- 
gegengesetzt dem von \ßd\ Es hat also, wenn x, A, ft, v etc. irgend 
welche verschiedene Indices der Reihe 

l,2,..2p + l 

sind, [axAf*] den entgegengesetzten Werth von [«x], [£xAfti/] den 
entgegengesetzten Werth von [«xA] und denselben wie [f], u. s. f. Mit 
Hülfe dieses Resultats ergiebt nun die Betrachtung der vier verschiedenen 
Fälle, dass ha ein grader Index ist, wenn a durch eine Combination 
von Q oder p + 1 verschiedenen primitiven Indices entsteht. Daraus 
geht sofort hervor, dass Ba ein grader Index ist, wenn die Anzahl h 
der Glieder, aus denen a besteht, ^^ p oder ^ p + 1 mod 4 ist, dagegen 
ein ungrader, wenn ä; e= p — 1 oder f^^ p + 2 mod 4 ist. Somit ist 
folgender Satz bewiesen: 

II. JBs ist möglich, ein System primitiver Indices 

1,2, 3.. 2p + 1 

und einen ausgezeichneten £ so zu wählen , dass sa ein grader Index 
ist, wenn die Anzahl der primitiven Indices, aus denen a zusammen- 
gesetzt istf ^ Q oder eze p + 1 ^^'^^ ^ ist, dagegen ein ungrader, wenn 
diese Anzahl ^ p -j- 2 oder :± p — 1 mod 4 ist. 

Durch die Combination aller primitiven Indices geht, wie alle vier 
Fälle zeigen, der Index hervor. Demnach kann jeder Index auf zwei- 
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fache Weise in der Form ea dargestellt werden: m = sa, und m = sa. 
In a und a zusammen sind dann alle 2q -\- l ludices enthalten; daher 
enthält die eine Combination stets weniger als () -f" ^ ; ^^^ andere stets 
mehr als q Glieder^ die eine Combination eine grade Anzahl, die andere 
eine ungrade. 

§5. 
Wir wählen für q = 3 ein System primitiver Indices 

1,2,3.. 7 

in der Art, wie im vorigen § angegeben wurde, indem wir € = an- 
nehmen (diese Indices bezeichnen wir zum Unterschiede von den all- 
gemeinen durch griechische Buchstaben). Es lassen sich dann alle 
64 Indices durch die 64 Combinationen 0, x, xl, xkfi darstellen, und 
zwar sind durch die 28 Combinationen x und xX die ungraden, durch 
die 36 Combinationen und xAft die graden dargestellt. Indessen kann 
auch jeder Index durch eine höhere Combination ausgedrückt werden ; 

es ist nämlich, wenn 

X, X,fi,a,ß,yyö 

die Indices 1, 2 • • 7 in irgend einer Reihenfolge bedeuten: 

= xliiaßyö, X = X^aßyd, xX =: ^aßyd, xXfi ^= aßyd . 

Es seien jetzt m, m', u" drei unabhängige Veränderliche, v, v\ v' 
und «;, i/o\ w" zwei constante Werthsysteme derselben, und Ä, Z, m drei 
beliebige Indices. Alsdann erhalten wir, wenn wir in dem Ausdruck 

cif = 0, 1, 2 • • 7 setzen, 8 Theta- Functionen zweiten Grades mit der 
Charakteristik (i#*', ^^*0- Eine ebensolche Function ist 

Zwischen diesen 2^ -j- 1 Ausdrücken muss, dem Satz (I.) zufolge, eine 
lineare homogene Gleichung bestehen: 

fe{u + w • •; i**^, if*^) 6(m — W'] id^"*, ^£'"») 

7 

= yj[fae{u + » • •; i*»«, i*«) e(« — t; . .; i-d'«, i«'«)], 

a = 

deren Coefßcienten /*, /i, /"i • • f^ von u, u, u unabhängig sind. Um 
diese zu bestimmen, verfahren wir so: 

Es sei ß irgend einer der Indices 0, 1, 2 • • 7. Wir vermehren 
dann die Variabein um dasjenige halbe Periodensystem, welches zu dem 
Index Iß gehört. Multipliciren wir dann noch die gefundene Gleichung 
mit dem Factor 

so ergiebt sich, vermöge Formel (23): 

2« 
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il/?;*m+ l/J; 'm^Q(^ ^ ^ . . . ^^Hni/J^ ^£*"»/?) e(u]- W " :, \d^^, if»»^) 
7 

= V[i'/*5*«+'/*i'«/'a0(w + t;..;i«*'«/»,ie*'«/*)e(ti--t;..;J^««/';i««/')] . 



a = 



Jetzt setzen wir w= v, M' = t;', w' = v"; dann verwandelt sich die 
rechte Seite dieser Gleichung in: 

7 

V[i'/»J *« + '/*i '«/;9(2t;, 2t;', 2t;"; l**'«/', ^a*'«/*) 0(0, 0, 0; J^««/*, ^£''0] • 



= 



a = 
WO 



Es ist aber aß ein ungrader fndex, wenn nicht a =ß ist; daher: 

^ ^ ^ ^ • « fO, wenna^/3, 

0(0, 0, 0;id«/»,|£«/^)=] V 

^' ' '^ '^ ^ 10(0, 0,0; 0,0) wenn a = /3. 

Wir erhalten daher, wenn wir die Constante 

0(0,0, 0; 0,0) mit Co 
bezeichnen : 

= />Co0(2t;,2t;',2t;";i(J*Vi«*O. 

Hierdurch sind die Coefficienten bestimmt, und es ergiebt sich die 
Gleichung : 

(26) Co0(2t;..;4.**',4 5*O6(u+fi;..;i**M6*'»)0(u— w;..;^*'"»,^«'''*) 

7 

= ^[i[*«.'«."»«]0(t;+t£7..;J^<J*'"»«, ^£*"»«) 0(t; — w;--;4^d'"«,i6'»«) 

X0(ti+t;-.;4^**«,i£*«)0(ti— t;-.;^-d'«,4^ f'«)], 

[Ä, Z, in] «= ?; Am + Z; Zw — l\Tc — Z; Z 
ist. Es ist nun zufolge (24): 

Z; Tcm = y^C— «'**"• + «*'"* (*' + ***" — **"")], 

Z; Zw = ^[- f'<J"" + f"* (<J' + *"" — *'")], 

Z; Ä = ^l^"" *'** ■*" ^*' (*' + ** — ^*')]> 

Daraus ergiebt sich: 

(27) [Ä, Z, w] = 2^ [«' (— **"* - *"" + ** + ö') + 6*"" (*' + **"»— d*'''') 

4- «m (^/ 4 J/m -_ ^) _ a*' ( d' + d* — d*')] . 

In diesem Ausdruck ist jedes b mit einer graden Zahl multiplicirt. Da 
wir nun [/j, Z, fw] nur modulo 4 zu betrachten haben, so können wir 
«', 5*'"», £»", £*' ersetzen durch andere Werthe, die ihnen modulo 2 con- 
gruent sind. 
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Wir deDken uns die drei Indices TCjl^m dargestellt durch Com- 
binationen von einander verschiedener primitiver Indices: 

und zwar wählen wir, da dies auf zweifache Weise geschehen kann, 
stets diejenige Darstellung, die aus einer graden Anzahl von Gliedern 
besteht. Es sei nun n der Complex derjenigen primitiven Indices, die 
in allen drei Ausdrücken von Ä;, Z, m gleichzeitig enthalten sind. Als- 
dann können wir setzen: 

und es giebt jetzt keinen primitiven Index, der in Tc^ t, m gleichzeitig 
enthalten wäre. Es sei ferner p der Complex derjenigen Indices, die 
in r und m gleichzeitig enthalten sind;*g derer, die in in und ifc', 
r derjenigen, die in Ic' und t gleichzeitig vorkommen. Dadurch dass 
wir diese absondern, zerßllt jeder der drei Ausdrücke (28) in vier Theile 

(29) h^^nqrs, l = nrpt, m = npqu. 

n, Pf q, r, s, t, u sind dann sieben verschiedene Complexe, und so 
beschaffen, dass ein primitiver Index, der in einem derselben vor- 
kommt, in keinem der übrigen enthalten ist. Wenn wir jetzt die 
Indices Je, Z, m zusammensetzen, so erhalten wir: 

(30) Im = qrtu, mk = rpus, hl =pqst, Jclm = nstu. 

Diese Indices sind hierdurch gleichfalls dargestellt als Combinationen 
von einander verschiedener primitiver Indices, und zwar müssen diese 
Darstellungen, da immer eine grade Anzahl von Gliedern fortgefallen 
ist, wiederum jede aus einer graden Anzahl von Gliedern bestehen. 
Wir fuhren jetzt folgende Definition ein : 

Es sei k ein beliebiger Index. Diesen stellen wir dar durch eine 
grade Anzahl von einander verschiedener primitiver Indices (was nur 
auf eine Weise möglich ist), und bezeichnen durch (T* die Summe: 

<y* SS <y»i -|- <y«i -f- etc. , 

ausgedehnt über alle Indices x^, x^, etc., die in dem Ausdruck von k 
enthalten sind. Da nun offenbar d* ^^ 5* mod 2, so können wir in 
dem Ausdruck (27) die Grössen c durch diese 6 ersetzen. Indem wir 
dann diejenigen Glieder zusammenfassen, die mit derselben Grösse d 
multiplicirt sind, erhalten wir: 

(31) [*, l, m] === y!l— ** (<^*' — <^') — *' (<^*' — <y' — <y*'"» — <r») — *'»<y"» 

+ J'"» (<y"» — <y') -{- d*"» (<y*'"» — 0*) -f- d*'<y*' — d*'w^*im] njQtj 4^ 

Da nun die in l enthaltenen primitiven Indices in vier Gruppen n, r, p, t 
zerfallen, so zerfällt die über diese Indices ausgedehnte Summe in 
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vier PartialsummeU; die diesen Gruppen entsprechen: N^ B, F, T. 
Es ist also 

6' = N + B+ F+T. 
Folglich 

Da aber 

ist, so folgt: 

<yH _<,«=<,*-_ 2 (JV+ JB). 
Nun ist aber 

JV + iJ = 5*» + a** = £'"' mod 2; 

mithin ergiebt sich: 

0kl _ ^^,= 0k ^ 2a'"' mod 4. 

Auf dieselbe Weise finden wir: 

(jki __ (ji _ (jkim — (T» ^ <yp -|- 2€^P'*' mod 4, ' 

<ym __ ^« — ö"» + 2«'*' mod 4, 

<y*im — <y' E£ (J*''* + 2b''p mod 4. 

Setzen wir diese vier Ausdrücke in die Gleichung (31) ein, so zerfallt 
der Ausdruck auf der rechten Seite in zwei Theile: 

(32) [Je, l, m] zzi: [(Ä, l, m)] + 2 Qc, l, m) mod 4, 
von denen der erste 

[{Je, l, w)] --- ^[ — d* tf* - ö^ <y' — d"* <y»»+ö'"» (j"»-f*'«* (T^ + d*' tf*' — **"« d*'"*] 
ist, während 

In dem ersten Ausdruck führen wir die Bezeichuuug ein: 

(33) 2;[ö*<y*] = (Ä). 
Dann ist 

(34) [(Ä, Z, m)] = — {Je) — (0 ~ (m) + (Zm) + (mfc) + (A-J) - {Jclm). 

m 

Den zweiten Ausdruck brauchen wir nur modulo 2 zu betrachten. 
Wir können deshalb d^"* ersetzen durch d* -f" ^"*> *'''* durch d' + d"». 
So erhalten wir: 

(Z;, l, m) E= 2k«'»'- + £^P) «* + (f*-^'« + £'0 «' + («'•' + B'-P) d^] mod 2. 
Nun ist 

£nr _|. ^ri) ^ ^np^ ^rptu _j. ^r* ^^ ^u^ ^rt J^ grp ^_=:_ ^pi ^qJ 2. 

Folglich : 

(Ä, Z, m) E= V[«»»^d* -I- aP«d« -f- ^^d"»] mod 2. 
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Wir setzen jetzt 

np = Kj nq = L, nr = M, 

Dann bedeutet K den grössten gemeinsamen Theiler der Ausdrücke 
von l und m, L von m und k, M von Ic und Z. £s ist dann 



mithin 



(Ä, l, m) = y^ls'^d^ + B^^S^ + fi^'d"»] mod 2. 



Wir führen auch hier eine abkürzende Bezeichnung ein, die in 
der Folge beibehalten werden wird. Es seien a, 6 zwei beliebige 
Indices; dann setzen wir: 

(35) ^{^""S^] = a I 6 mod 2 . 

Dieses Zeichen ist also nur modulo 2 definirt. Danach ist: 

(36) {kyl, m) = K {h + Lm\l'\- Ml\m mo^ 2 . 
Wir haben somit gefunden: 

(37) tt»-. '-. -1 = i ■_v,,._*„„,._;„, (-if"' "" """ • 

Diesen Ausdruck führen wir in die Gleichung (26) ein, setzen aber 
vorher folgende Definition fest: Es sei a ein beliebiger Index; dann 
bezeichnen wir mit Q{UyU\u')a die Function 

-i-(«) 0(m, u\ u\ ^(J«. i««) = 0(u, m', u)a . 
Alsdann nimmt diese Gleichung folgende Form an: 

(39) Co (2t; . .)h e (M + i^ • Otm e (w — «^ • Olm 

7 
= 

Dies ist das Additionstheorem der Theta-Functionen in einer sehr all- 
gemeinen Fassung. Um das Vorzeichen ( — 1^***» '"'"»"> für irgend eine 
besondere Wahl der Indices Tcy Ij m zu bestimmen^ hat man folgender- 
massen zu verfahren: Es sind ka^ Icc, ma auszudrücken durch die 
primitiven Indices, und zwar ist jedesmal diejenige der beiden Dar- 
stellungen zu wählen, die eine grade Anzahl von Gliedern enthält. 
Alsdann sind von diesen Darstellungen die grössten gemeinsamen 
Theiler K von Za, mccj L von ma, ka, M von Ja, la abzusondern; 
dann ist 

/^\ / "i \(*a,/o,ma) ___ / 'i\K\ka-^Lma\la'\-Mla\ma 

Aus der Definition des Zeichens a \ h (Gl. (35)) geht hervor: 

Da 

5* + 5<^ ^ £6o mod 2, 
so ist 
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(41) bc\ a zZ^h \ a -{- c\ a. 

Ferner, da 

db -f ö<'^d*<^ mod2, 
so ist 

(42) a\hc== a \b -\- a \c. 

Endlich ist a\ a zEEzO oder 1 , je nachdem a ein grader oder uiigrader 
Index ist. Aus den Eigenschaften (41) und (42) folgt: 

ab \ ah ^ ab \ a -{- ah \ 6, 
ab \ a ^ a I a + 6 | a, 

ab\h ^^. a I 6 + b \b. 
Mithin: 

ah \ ab -^ a\a -j- h \h =^ a\h -\- b \ a. 

Daraus ergiebt sich, dass 

a \b ^b \ a 

ist, wenn von den drei Indices a, 6, ah alle oder nur einer grade 
ist; dagegen 

*a I 6 13 1 -f- Z^ I öj 
wenn unter den Indices a, 6, ah nur zwei oder gar kein grader vor- 
handen ist. Ferner lehren diese Congrucnzen, dass sich schliesslich 
^_^y*a,i«,ma) j^^ ^j^^ Product der Zeichen 

auflösen lassen muss, wo x und A Indices der Reihe 1, 2 • • 2p 4~ I 
sind. Diese genügen, da x, A, und xl ungrade Indices sind, den Be- 
dingungen : 

(43) (_-l)*i«= — !• 

(44) (_i)'l^ = _(__l)^i'' (;e^A). 

Wegen dieser Eigenschaft dienen diese Vorzeichen im Wesentlichen 
dazu, alternirende Functionen mehrerer Indices in symmetrische zu 
verwandeln. 

§6. 

Es sei o* irgend ein grader Iudex; dann bezeichnen wir mit Ca den 
Werth, den die Function Q{u,ti,u% annimmt, wenn die drei 
Variabelu gleich Null gesetzt werden. Es giebt also 36 Coustauten 
Ca] die eine (schon früher definirte) Cq und die 35 CgX/i» Wir setzen 

(45) ^^ = e,,,. 

Es sei jetzt a ein ungrader Index; dann fängt die Entwickelung 
der Function 0(w, u, u")a nach aufsteigenden Dimensionen der Varia- 
belu an mit einer linearen Function: 

(46) Ha = ÄaU + BaH + CaU\ 
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Es giebt 28 ungrade Indices, die 7 primitiven x, und die 21 zusam- 
mengesetzten xX] daher haben wir auch 28 solche lineare Functionen 
Ute und Uni' Es sind jetzt die Relationen auf zustUlen, welche zwischen 
diesen Constanten e^Xfi] Ä^, B^j Cx] ÄxXj Bxi, Cni bestehen; hierbei 
wird sich eine Darstellung dieser Grossen durch eine Anzahl von 
einander unabhängiger Parameter ergeben. 

Wir setzen in der Gleichung (39) die sechs Constanten v, v', v", 
WfW\w" =^0\ bezeichnen wir dann die Function 6(w, mV^")»» kurz 
durch Qm} so erhalten wir: 

7 

(47) Co ct, e*„ e,« = ^ |-(_i)(*«. '«."■«) c^,^^ c„a e*„ e,„] . 

Setzen wir hicB noch m, u\ m" = 0, so erhalten wir die Gleichung 
zwischen den Parametern: 

7 

(48) Cq Cki Ckm Cirn = ^ [(— 1)^*"*' '"* """^ Cka Cia Cma Cklma] • 

or=0 

Wir setzen jetzt in der ersten dieser Gleichungen : 

Je = 1^1^ Z = ü, w = x/i, 

Yfo X, k, fi drei verschiedene primitive Indices bedeuten. Alsdann ist 
Jcl ein ungrader Index; die linke Seite der Gleichung (47) verschwindet 
demnach; und wir erhalten: 

7 

2 [(- ^f""' "' """ ^»''« ^«."« ö-i^« e ] = 0. 

Ausserdem verschwinden diejenigen Terme der Summe, welche sich 
auf die Indices 0, x, k, [jl beziehen. Die Summe ist also auszudehnen 
über die 4 Indices der Reihe 1, 2 • • 7, welche von x, A, ft verschieden. 
Diese seien: a^ ß,yy ä. Um nun K, L, M zu bestimmen, haben wir 
Afta zu ersetzen durch xßyS, a durch xk^ßyd, x^a durch kßyd. 
Der gemeinsame Theiler von xXfißyd und kßyd ist kßyS, der ge- 
meinsame Theiler von kßyd und xßyä ist ßyS^ von xßyd und 
xX(ißydy xßyd. Wir bekommen also: 

K = Xßyd = xfia, L = ßyd = xXfia,* M = xßyd = X^ia. 

Daher ist 

(Xfia, tty xyLo) ^ K \ X(ia -\- Lx^a \ a + M.a \ x^a 

^ x^ia I Xfia -f- A I a -f- Aft I Xfta. 
Nun ist 

X(i I xfta i^ 1 + ^f*« I ^/*> 

da von den drei Indices xftcc, Aft, xka einer ungrade ist; ferner: 

xfia I Aft-j" ^l"'^ I X(ia EEZ x(ia\ Uy 
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und 
Daher ist 



xiia\a'{-l\a^xkiJLa\a. 



Wir erhalten also: 



(49) 




l^^lY'f^-\-C,laC,^aex^aea]=0. 



Wenn wir das Product 6^^« 6a nach aufsteigenden Dimensionen der 
Yariabeln entwickeln ^ so ist das Anfangsglied: cif^a^a] daher muss 
zwischen den vier linearen Functionen Ua, u^; t^, Ud die Gleichung 
bestehen : 

Diese Gleichung multipliciren wir mit -^3- : dann ergiebt sich : 






[(-1) 



nlfta I a 



OmXo ^Mfia (^Xfta ^u/ifi ^aj — ^ • 



Nun ist exXaCxfiaOinaCjtXfi Giu lu Bczug auf die Indices x, A, ft^a sym- 
metrischer Ausdruck; den wir deshalb durch E^y^ bezeichnen können. 
Ferner ist xA/ia = /Sytf, xlfiß = yda u. s. f.; es ist also 

Diese Gleichung gilt für willkürliche Werthe von u, m', u\ Wir be- 
stimmen diese sO; dass Uy und Ud verschwindet; dann ist: 



Ua : Ufi = 



Aa -Da Ca 

xLy Ijy L/y 



Äß Bß Cp 

,Ajy Jjy i^y 

As Bs Cs 



Ad jBs Cd 
Nun ist 

Folglich erhalten wir: 

i Aa Ba a 



Eays: E,ys = i-iy^'^ Ay By C 



As Bs Cd 



:(-!/ 



y* 



Afi Ba Ci 



ß 



'ß 



Ay Jjy Cy 

Ai Bi Ci 



Wir setzen nun: 



(50) 



(-1) 



a I Y^-^r I ^ 



Aa Ba 

Ay By 

Ai Bi Ca 



Ca 

Cy 



Fayd' 
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Dieser Ausdruck ist symmetrisch in Bezug auf die drei Indices a^y^d'^ 
denn das der Determinante vorangesetzte Zeichen verwandelt seinen 
Werth in den entgegengesetzten, wenn zwei der Indices a, y, S mit 
einander vertauscht werden. Es ergiebt sich dann: 

Hieraus ist klar, dass dieser Quotient eine von jeder Yertauschung 
der Indices unabhängige Grosse r ist. Mithin erhalten wir: 

(51) eaßyCßYdeyiaedaß = rFjtiu- 

Hiermit ist ein System von 35 Gleichungen gegeben, aus welchem 
sich die Grössen e bestimmen lassen. Zu diesem Zweck f&hren wir 
eine Reihe von Bezeichnungen ein: 

(52) T]{F,ia) = F,x, T]{F^aß) = F,, T](Faßr) = F. 

Das erste Product soll erstreckt sein über alle 5 dreigliedrigen Indices, 
welche x und A enthalten, das zweite über alle 15, welche x enthalten, 
das letzte über alle 35 überhaupt. In derselben Weise definiren wir: 

(53) T[(enxa) = e^x, T\(€naß) = e^cy Tt{eaßY) = e. 

Setzt man in die Formeln (52) die Werthe der Grossen F^Xf* nach 
(51) ein, so ergiebt sich: 

Femer ist, wie man leicht erkennt: 



(54) r'F.x = ^ ,r^^Fn = ^,r^'F=^e^ 



(55) *^/^ ^^ == eaßyeßYdeydaedaß- 

Folglich 

(^^) ^*^^° re e,e F; ~' 

Durch die Formeln (54) ist e, ex, exx, durch (56) alsdann e^Xfi be- 
stimmt. 

§7. 

Um weitere Relationen unter den Moduln zu erhalten, setzen wir 
in der Gleichung (48): . 

wo X, A, ft, 1/, (» fünf Zahlen der Reihe 1, 2 . . 7 bedeuten. Unter 
dieser Voraussetzung geht dieselbe über in folgende: 

7 

CqCxXihv CgX/iCgmv ^^ y^, L\ — *) ' CxXaC/iva^dXfiaCQXva ]• 

a=0 
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Hier verschwinden alle Glieder , die sich auf a=^0, x, X^ ii, v, g 
beziehen; es bleiben also nur die beiden Terme stehen, die sich auf 
die beiden übrigen primitiven Indices beziehen, welche wir mit cc und 
ß bezeichnen wollen. £s ist dann 

(xXcCf (IVa, XfLQo) = ((IVQßf xkQß^ XflQa). 

Hier ergiebt sich: 

K=xQ, L =^Q, M =/Jp, 

Lm = xa, Ml = ßg^va = xA. 
Daher ist 

(xAa, fti/a, xfiga) = xq \ xka + «of i ^v^ + ^A | xfiga. 

Für XQ\xla können wir setzen: 

1 + xXa I XQ , 
für xA I xiiQa: 

xA| cc(i -{- xA I XQ, 

daher für xq \ xka + »A | x(iqcc: 

1 -|- ^A I cfft + ^ I ^^• 
Ferner ist 

xa I iiva ^i xa \ a^i -^ xa \ V] 
folglich ist 

{xXa, iiva, xfiQa) :^ 1 + ofA | a/tt -j" ^" I ^ 4" ^ I ^P« 

Nun ist 

l-f-aA|aft^EaA|A/iE^A|Aft + ^l^/*> 

xa I 1/ =z X I 1/ + a I 1/. 
Folglich 

l -}- aX \ a^i '{' xa \ V -{- a \ XQ 'z^ k\ 1(1 "{' X \v -^ a \ xA/ii/p. 

Es ist aber 

xXfLVQ = a/3; 
daher : 

(xAa, (iva, xftpa) ~- X \ Ifi -\- x \ v -\- a \ aß 

z±i a \ ß +x|v4-A|ft. 

Das andere Zeichen (xA/3, (ivß, XfiQß) ergiebt sich aus diesem durch 

Vertauschung von a und ß . Da nun (— 1)" ' ^ = — (— l/ ' " ist, so folgt: 

daher: 

(57) e^^e^x,e^z^=(— 1) '' ' (eaxxeafiveßxfießiv—e^xxeß^i^veaxfieaXv)- 

Es ist nun 

rFafif = CQßx€Q(iXCoxXC(iMX7 
f-^ßXv = ^Qax^QafiC^xft^aXfA» 
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Id diesen vier Ausdrücken kommen alle Grossen vor, die in dem Pro- 
duct Cq enthalten sind, mit Ausnahme von e^aß) Cgnv, e^i^t. Demnach ist 

^4 7? TP TP TP ^ ^axX^a^v^Xfi^ßXy 

Vermöge dieser beiden Formeln geht die Gleichung (57) über in 
folgende: 



(58) 



— e. 



{FanxFafivFß^^FßXv~FßxxFßf^vFaxiiFaXr)[—^) 



a\ß+n\i^X\ti 



Setzen wir hier für FauX) Faftt etc. die in der Gleichung (50) ange- 
gebenen Werthe dieser Grossen, so verwandelt sich der Ausdruck auf 
der rechten Seite in eine ganze rationale Function der Werthsysteme 
Aa, JBa, Ca] Äß, Bß, Cß • • Av , JBy, CV- Fassen wir denselben auf als 
Function eines dieser Werthsysteme, so stellt er eine ganze homogene 
Function zweiten Grades dar, welche verschwindet, wenn Aa, Bat Ca 
gleich einem der 5 anderen Systeme: Aß, Bß, Cß - - A^, By, C^ gesetzt 
wird. Der Ausdruck muss daher dargestellt werden können in der Form : 



(59) 



K 


K 


Gl 


K0„ 


C„A^ 


AaK 


^) 


^. 


^^ 


^.^. 


^.^/. 


^h 


K 


K 


Gl 


^«c. 


C,A, 


KK 


A 


A 


c! 


^.Gx 


0,Ä, 


A^i 


K 


K 


^l 


^.^. 


%\ 


K\ 


A 


^ 


cl 


5,C, 


c.A 


A-B, 



WO B einen Factor bedeutet, der offenbar nicht nur von A^, Ba , Ca 
sondern auch von Aß, Bß, Cß ' - A^, By, Cv unabhängig ist. Die Ver- 
gleichung des Diagonalgliedes in dieser Determinante mit dem ent- 
sprechenden Gliede in dem ursprünglichen Ausdruck zeigt, dass 

ist. Dieses Vorzeichen verwandelt seinen Werth in den entgegen- 
gesetzten, wenn irgend zwei der ludices a, /3, x, A, ft, i/ mit einan- 
der vertauscht werden. Daraus folgt, dass der Ausdruck* (60) eine 
symmetrische Function dieser 6 Indices ist, die wir demnach durch 
G^ bezeichnen können, wo q den einzigen noch übrig bleibenden 
primitiven Index bedeutet. Wir erhalten also: 

(—1)" /* * •' ^{FaMxFaf,9FßjtfiFßiy — FßgxFßf^vFax/iFaif)=^G^, 

(61) - e, 

--A=Ga' 
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§8. 

Wir siod jetzt im Staode, die Coostanten A^, Bjt, Cjt, und die 
Moduln CjtXfi durch eine Anzahl unabhängiger Grössen auszudrücken. 

Wir wählen hierfür die Verhältnisse -i^, -r^- Es werde gesetzt: 

^ t;x = axW + 6xW + Cxti", 

sodass 

ist. Von diesen Grössen a^, bx, Cx kann stets eine willkürlich ge- 
wählt werden. Aber von den übrigen 14 Grössen können ausserdem 
noch 8 willkürlich angenommen werden ^ da nichts wesentliches geän- 
dert wird, wenn wir die Variabein u, u, w" einer linearen Trans- 
formation unterwerfen. Haben wir also die Moduln dargestellt durch 
die 21 Gonstanten a«, bx, Cx, so werden wir die Anzahl dieser Para- 
meter, sobald wir wollen, auf 6 reduciren können. Indess gestalten 
sich die Resultate übersichtlicher ohne solche besondere Anndimen. 

Wir denken uns in allen gefundenen Gleichungen die Werthe 
Ix (Im 7 Ixbx) IxCx für Äxf Bx) Cx eingesetzt. Die Functionen, welche 
wir erhalten, wenn wir in den Ausdrücken von FxXfi^ Fxx, Fx, i^und 
Gq sämmtliche Grössen Äx, Bx^ Cx ersetzen durch Ux^bx, Cx, bezeich- 
nen wir durch fxi^, fxx, A, f und g^. Ferner führen wir zur Ab- 
kürzung die beiden Bezeichnungen ein: 

(63) l^l^. , .lj = l und g^g^.. .g^=g. 
Es iöt dann: 

(64) Fxifi='lxhlfAfxXfif 

(ö5) ^? = l2- 9q' 

Aus der ersten dieser Gleichungen folgt: 

(66) F^.^lfjj,,, K=fiy.> F=rf. 

Dadurch gehen die Gleichungen (54), (56) und (61) über in folgende: 

(67) f"ltUi = ^> r^fl':f. = i-, r^l''f-e\ 



(68) c,i^ 






re^eie^l,lil^f,i^ > 



(69) -^=^9,' 

In der letzten Gleichung setzen wir p = 1 , 2 • • 7 und bilden das Pro- 
duct; dann ergiebt sich, da offenbar e, Cj • • e, «= e^ ist: 
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(70) —(^ = r^H'^g. 

Wir haben nun mit Hülfe dieser Gleichungen die Grössen e, ex, 
CjtXf ^xXitt l) Im auszudrücken durch die Gonstauten r, f^if^ und g^. 
Aus der letzten Formel in dem Gleichungssystem (67) und aus (70) 
folgt zunächst: 

(71) ^ = -f' 

(72) Pr' = ^ . 
Femer aus (67) und (69): 

Endlich, ebenfalls aus (67): 

(75) ^i-jf 9l9lf,r 

Jetzt können wir den Modul enx/i selbst darstellen. Nach (68) ist: 

e. ^ — — 



Nun ist 



e»-=-|^nach(71), 

»•* e, e^ e/jlll r* fg^g, g^ ^ g^g^g^ 

(nach (69) und (72)). 
Daraus folg ; 



Erhebt man diese Gleichung noch einmal zum Quadrat ^ so folgt^ da 
nach (73) 



ist: 



4 _f 9x 9x9fi fix flfi flfi 



Nach (55) ist 

Ausserdem : 
daher: 



'"'" S U fx f^ ftil^ 

' ixl 'K ft iXf i r r r r 

^* ^* m^ ^w ^9 mim 

ff = 9n9x9figa9fiffY96'^ 
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4 __ fx l fn ^i fXfi faß yffiY^ijY^ ^^i^ß _ 

9a9ß9Y9dfnXti 

oder, wenn wir die Producte f^iy fxii, fxfi auflösen: 

4 ___ fxXgfxlßfxl yfx Xifxft afx l^ßf_^f*r ^*7* ^[^ /» « fxußfXfiyfxfid'aßYfß rih^of^^fi . 

^^f'~ ~ ' 9a9ß9y9^ "" 

Diese Formel können wir so darstellen: 

Das Product im Zähler ist zu erstrecken über alle diejenigen graden 
Indices w, für welche mxXii ein ungrader Index ist; das Product 
T]{ga) dagegen über alle von x, A, ft verschiedenen primitiven Indices. 

§9- 

Es bleibt noch übrig, die Änfangsglieder 

Uxx = Änxu + Bnxu' + C\xu" 

der 21 Functionen Qxx zu bestimmen. Zu diesem Zweck setzen wir 
in der Gleichung (47): 

h = xX, m = x(iv, Z = 0, 

wo X, A, ft, V vier verschiedene primitive Indices bedeuten sollen. Es 
ist dann, da Cki=0 ist, 

2 [(- 1)^«*"-' """' c.^,. ca^,„ e,.„ e„] . 

0=0 

Hier fallen fort die Glieder: x, A, ft, v, es bleiben übrig die vier: 
^f ^j ß) y- Es ist nun zunächst 

(xA, 0, x/iv) = (xA, 0, aßyl). 
Hier ist offenbar K = 0, L = X^ M=Oy daher 

(xA, 0, x(iv) ^ mod 2. 
Ist dagegen a von 0, x, A, fi, t; verschieden, so erhalten wir 

(xAa, a, x^va) = (ftv/Jy, xkuvßyy x(iva). 
Hier ergiebt sich: 

K=xfiv, L = (iv, M = iivßy, 

Lm = xa, Ml =s (ivßya = xk. 
Es ist daher: 

(xAa, a, xfiva) = x^iv \ xka + xa | a -j" ^^ I xf^va. 
Es ist aber 

x^v I xAa ?= xfti/ I xA + ^f*^ | ^> 

xA I xyiva^nxk I xfiv -{- xA | a, 
xftv I X A + xA I x(iv ^ 1 mod 2, 
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weil von den drei Indices k^v^xX, k^v nur einer ungrade ist. Mithin: 

dies ist 

= 1 + ßy a. 

Demnach ergiebt sich folgende Gleichung: 

(77) Cx^,Ci;xr09x;i = (— l/^'^C^yxC^y^exlflOa 

Wir verfahren mit dieser Gleichung ebenso , wie früher mit (49). Das 
Anfangsglied der ungraden Function 66x2 ist CqU^Xj das Anfaugsglied 
von 6xia6o ist CjtiaUa odcr CxialaVa- Demnach ist 

(78) uxi = (- 1/^ • " ^axzVyxVr^ ig. ^^ 

I / lyß I y ^y»^ ^«A« V^ ^ y 

•^x/ir ^2/iv 

Hierdurch ist Uxji linear dargestellt durch Va^ Vß^ i;^; wo cc, ß, y 
drei beliebige von x, A verschiedene Indices bedeuten. Wir suchen 
jetzt den Goefficienten 

durch die unabhängigen Grossen a, &, c auszudrücken. Nach Formel 
(51) und (64) ist 



^ßyx ^(iy^ 



^ßxl^ynX 



y 



^^vx ^fl 



yi = — ^ ^ — * 

Daraus folgt: 

Vy */f*a*yxZ ^a/Jy 

Wenn wir nun aus der Gleichung (68) die Werthe von CaxXy e^^xx etc. 
einsetzen ; so wird 

eaxX^finX^vx X ^^ e^ ^ß gy ^fi ^y ^ux ^f in ^vK ^aX ^nX ^vX ^xX ^fl xX fyx X 

^ßxX ^y*X *■ ^a ^fi^v ^x^X h '/t* K K h ^ßx ^yx ^ßX ^yX faxX fftxX hxX 

£s ist aber: 

^ax^fin^vx^Xx^ßx^yx — ^^y 

8 

CaXefAX^tX^xX^ßX^yX = ^^ ' 

Folglich : 

2 2 
^ax ^jux ^»x ^aX ^fiX ^vX ^xX 



^ßx^yx ^ßX^yX exX ^%^\x^ßX^\x 

ScHOTTKT, AbePsoho Fonot. '6 
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« 

und daher: 

^axX^fi xX ^yjt X € ^ß ^y ^x ^X ^ ß ^y ffixX fyxl 

^ßnX^Y'cX ^ ^xX^a^^^wKWthh^ß\^Y^n^ß\^Y^xfaxxff,xxfi,xX 

Da ferner 

Ca ßß ey €x ex ef^€r = ^ 

ist; so können wir setzen: 

^ß ^y ^x ^x __ ^ß gy 4 ^ x ^ 

Somit ergiebt sieh: 

TJ ^_^ J: V ^y ^ ^X fß xX fyxX fafAV ^ 

^^ hh^xX ^ßx ^yx^ßX^yxfaxxfnxxUxlfaßY 

Es ist nun zufolge (73): 



^ß^y^x^x = -g^ fßfy iJx9ß9y9,9x ; 



zufolge (75): 



.» ^2 « ^2 /^ /• r ^ ^ ^* 4 4 4 

und nach (71): 



^ßx^yx^ßX^yX"^ g^ TßxTyxTßlTyX9ß9Y9x9l 



Danach ist: 



jj ^^^ßh^»^^_ U ^Y^» ^^ ^{i t^ ^y»^ ^aft 



^9* ^x h ^xX fßx fyn fßX fyX faxxf/uxX Uxxfaßy 

Diese Formel wird vereinfacht durch eine identische Relation , welche 
zwischen den Grossen f besteht, und die leicht zu verificiren ist: 

faiLifißyxfßyXfßxxfyxifßfYfxfx =ffßyfßx{ßxUxfyXfxX • 

Aus dieser folgt: 

fßfy fxhfßxxfyx xfqfiv ffßyfxX 

fßxfßxfyxfyX ^i^y»f(iy^ 

Dadurch wird: 

^ ^ 9ß 9y 9x9x f^jrf*i 

^f^xh ^xX fßyafßyxfßyxfxXafxXfi fxXv 

Lösen wir jetzt die Producte fßy und fjtx auf, scT ergiebt sich: 
^"^ rau\T7 ' 9ß9yfßxxfyxxfßyf,fßy,' 

ff X Ä Xa 

Wir setzen jetzt: 

(79) 4?"j^ =l^x, 

^ ^ ^9'lxh^xx ' 

(80) UxX = IxX V»x — IxX {dxXU + b^X U + Cx2 «") . 
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Dann ist v^i bestimmt durch folgende Gleichung: 
(81) . t;xA=(— l/^'"flr^flry/^^a/yx;i/'^y/*/'/?yvVa 

+ { — Yf^'^gagßfaKlfßnxfaßtifaß^Vy. 

Die Coefficienten dieser 21 linearen Functionen sind also ganze 
rationale Functionen der Coefficienten von Vi , ^2 * * ^i- ^^^ Factor 
Ijtx ist, ebenso wie In und 6x2^, die vierte Wurzel eines solchen Aus- 
drucks; nämlich 

rlf.fx^n&x 



(82) Ca 



fg'flx 



Zweiter Theil. 

§ 1. 
Nachdem wir durch die Aufstellung der Relationen zwischen den 
Moduln der Theta-Functionen dazu gelangt sind; diese Moduln durch 
eine Anzahl unabhängiger Grössen 

r\ ai,6i,c,; a^, ftj, Cj • • • a,, 67, c, 

auszudrücken, werden wir jetzt die Beziehungen betrachten, welche 
zwischen den Theta-Functionen selbst und ihren Differentialquotienten 
bestehen. Es wird sich hier ein analoges Resultat ergeben. Der 
Quotient je zweier Theta-Functionen wird sich darstellen lassen als 
die Quadratwurzel aus einer rationalen Function einer Anzahl von 
Werthsystemen : 

deren jedes einer homogenen Gleichung Cf (x, y, jsr) = vom Range 3 
genügt, während die einzelnen Werthsysteme von einander unabhängig 
sind. Aus denjenigen Relationen, welche zwischen den Grössen 6 und 
ihren Differentialquotienten existiren, werden wir weiter den Schluss 
ziehen, dass sich die Argumente w, m', u" durch Integrale erster Gattung 
der Grössen (a;, y, 0) etc. ausdrücken lassen. 

Zunächst betrachten wir diejenigen quadratischen Relationen, 
welche zwischen den 28 ungraden Theta-Functionen bestehen; hieraus 
wird sich die algebraische Grundlage für die ferneren Untersuchungen 
ergeben. 

Alle diese Relationen entspringen aus der Gleichung: 

7 

= 

durch besondere Wahl der Indices Je, l, m. Die Natur dieser Beziehungen 



3* 
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wird klarer erkannt, wenn man statt der Grössen Gm andre, 6^, ein- 
führt, deren jede sich von dem entsprechenden 6 nur um einen con- 
stanten Factor unterscheidet. Dieser Factor soll so gewählt sein, dass, 
wenn Q,n und öm grade Functionen sind, öm den Werth 1 erhält, wenn 
die Argumente w, u, u gleich Null gesetzt werden. Ist dagegen der 
Index m, und somit die Function e^ selbst ungrade, so soll der Factor 
in der Weise bestimmt werden, dass das Anfangsglied in der Ent- 
wicklung von 6ni nicht u^ = A^u + ^m'^ + CnM\ sondern Vm = «mt* 
+ 6mw'+ ^mtt" ist; was wegen der Gleichung u^ = ImVm jedenfalls 
möglich ist. Danach ist: 

für grade Indices w : Gm = Cm^mi 
für ungrade : 6^ = Im^m- 
£s wird sich dann zeigen, dass die in den Relationen zwischen 
den Grössen 6m vorkommenden Goefficienten sich rational durch die 
Grössen (üx, 6», Cx) (x = 1, 2 • • • 7) ausdrücken lassen, und zwar als 
Producte von den Determinanten- Ausdrücken : 

öjf hx Cn 

Diese Umformungen beruhen auf den Gleichungen (68) bis (79) des 
ersten Theils, ausserdem auf den identischen Beziehungen zwischen 
den verschiedenen Producten e, e», Cxx und ihren Factoren exifu- 

Wenn wir von den linearen Relationen zwischen den Quadraten 
der Theta-Functionen absehen, so haben alle quadratischen Gleichungen 
zwischen den ungraden 6 die Form: 

wo -4, A\ -4", A'" constante Grössen bedeuten, und die Indices a, 6, 
a\ V etc. den Bedingungen 

genügen. Es sei nämlich m irgend ein von verschiedener Index. 



*) Das Vorzeichen dieser Gleichung erhält man leicht in folgender Weise. 
Fasst man die beiden Gruppen von je 4 Indices, mit denen die Grössen f behaftet 
sind, auf, und greift irgend einen Index der ersten Gruppe heraus, z. B. axA, so 
ist a mit %X verbunden. In der zweiten Gruppe ist ß mit xX verbunden; daher 
bilden wir a\^. Es ist ferner in a%X x mit aX verbunden; in der zweiten 
Gruppe V mit aX\ daher haben wir x | v. Drittens ist X mit ax, in der zweiten 
Gruppe fi mit ax verbunden; dadurch entsteht X\ \k. So erhalten wir im Ganzen 
das Vorzeichen (— - i)«l/*+*i *+*!/'. Wir würden denselben Werth, nur in ver- 
ändertem Ausdruck, erhalten haben, wenn wir statt a%X irgend einen der drei 
übrigen Indices der ersten Gruppe herausgenommen hätten. 
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Dieser muss sich im Ganzen auf 32 Arten in zwei verschiedene In- 
dices a, h zerlegen lassen. Von diesen 32 Zerleguugeu wird die Hälfte 
so beschaffen sein, dass der eine Index grade^ der andre ungrade ist. 
Bei den 16 übrigen wird ejitweder a und h grade ; oder a und h un- 
grade sein; und zwar wird die Anzahl der Zerlegungen der ersten 
Art 10, die der zweiten Art 6 betragen. Ist z. B. m = x, und a, /3, 
y, d, s, S die 6 übrigen primitiven Indices, so erhalten wir eine. Zer- 
legung von m in zwei grade Indices a, 6, wenn wir setzen: a = aßy, 
6= Ss^] in zwei ungrade, wenn wir a ==a, h =^ ax setzen. 

Zerlegen wir nun m auf verschiedene Arten in ein Product zweier 
Indices, welche beide grade, oder beide ungrade sind: m =^ ah, 
m^=ab' etc., so sind die Producte: 

nach der Definition des § 3 grade Theta-Functionen zweiter Ordnung 
mit der Charakteristik (f**",- v"»). Die Anzahl der von einander linear 

unabhängigen Functionen dieser Art beträgt nach*§ 3: - «= 4; daher 

muss zwischen je 5 derselben eine lineare homogene Gleichung be- 
stehen. Wenn die Argumente gleich Null gesetzt werden, so ver- 
schwindet das Product QaOby wenn a, b ungrade Indices sind; dagegen 
erhält es einen von Null verschiedenen Werth, wenn a und b grade 
Indices sind. Daraus folgt, dass, wenn wir von den 5 Producten 
QaOb) OaOb' etc. in einem die Indices grade, in den übrigen ungrade 
annehmen, der Goefficient des einen Products gleich Null sein muss. 
Mit andern Worten: Wenn 

m = ab, m = ab', m = a"6" etc. 

die 6 möglichen Zerlegungen'des Index m in]^Producte je zweier un- 
graden Indices sind, so sind je 4 der 6 Functionen 

QaOby Qa'Qb'y Qa'Qt' etC. 

durch eine lineare homogene Gleichung mit constanten Coefficienten 
verbunden. 

Der Index m kann nun die drei verschiedenen Formen x, xA, xAft 
haben. Es seien a, ß, y, d, x, A, ft die 7 primitiven Indices in irgend 
welcher Reihenfolge; dann erkennen wir^zunächst, indem wir m = x 
annehmen, dass durch drei Glieder der Gruppe 

0a0ox> 0/* 0/^*1 0y0y«; 0^0^«? 0;i01x7 QfiO/iX 

sich die drei übrigen linear und homogen ausdrücken lassen; wenn 
wir m = xX setzen, dass dasselbe gilt für die Gruppe 

QanOaX, QfitiOftXi 0y*0y;i» QdxOdl) QfAnOfiX, 0«0;i; 
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endlich; wenn wir m = xlfi = aßyd setzen, ergiebt sich dasselbe fflr 
die Producte 

OxQx/if QlOfiXf QfiQxXf 6afJ0/5fy> 0/Jd0yo, 6y<f0a/*« 

Dieselben Eigenschaften übertragen sich natürlich auf die 6, 

§2. 

Alle diese Gleichungen zwischen den ungraden 6 oder 6 sind 
enthalten in der Fundamental-Gleichung (1). Wir heben aus ihnen 
drei hervor, durch welche die algebraischen Beziehungen; in denen die 
28 Functionen unter einander stehen, vollständig definirt sind. 

I. Wir setzen zunächst k = 0, l = Xj m«=A^. Dann erhalten 
wir, da Cki=^ ist: 

7 




Diejenigen Glieder dieser Summe; die sich auf die Indices 0; x, k, (i 
beziehen, fallen fort; da in ihnen entweder Caxx^l oder Cax/i gleich 
Null ist. Die Summe ist also nur zu erstrecken über die 4 primitiven 
Indices a, ß, y, ä. Es ist nun 

(a, xa, Afta) = {ßySxlyiy xa, ßydx)*, 



K=x, L = ßydx = al(i^ M = x-^ 

(ff; xa, A|iAa) = X I a + I xa + a I A/i«; 
a I Afta ^ A/ia | a mod 2 



daher: 
mithin: 

oder, da 

ist: 

(«; xa, kficc) -■^^. xlfia | a e= ßyS \ a. 

Wir erhalten demnach: 

[- ly^^^'^'^CaxX^CaXf^eaeax] = 0. 

axA/i können wir ersetzen durch ßyd. Unter dem Summenzeichen 
steht dann ein Ausdruck; der in Bezug auf die Indices ß, y, d sym- 
metrisch ist. Durch Vertauschung von a, ß, y, d unter einander erhält 
derselbe vier Werthe; die Summe dieser vier Werthe ist Null. Dies 
bezeichnen wir so: 

s U—iyr^\<'c^yscaXf.eaeax\ = o. 

Dividiren wir diese Gleichung durch Cq^, und ersetzen jedes G», durch 

■ 

Im^my SO crgicbt sich : 

S U-iyy^\"CßyiCaXf,lalax^aOax]=0, 



,2 ji Jt 
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Nun ist, nach (68) und (79): 

(da die Identität stattfindet: 

7 7 J i?A 

folglich : 

Ferner ist, nach (73) und (75): 

und dieses ist, wie aus der Identität (55) hervorgeht: 

~ f" ' 9a9x9^'~" 

Mithin ist: 

; ; ^^9'9n^jU^Mn f r f 

Wenn wir diesen Werth des Coefficienten in die Gleichung einsetzen, 
den gemeinsamen Factor aller Glieder aber fortlassen, so erhalten wir: 

S ((- 1)/Jy0 I %i^Uß^fßy^6a6an] = 0. 

IL Wir setzen femer: • 

Dann ergiebt die Hauptgleichung, da wiederum Cki=0 ist: 

7 
= 

Hier fallen diejenigen Glieder fort, welche sich auf die Indices x, A, 
ft, V beziehen. Nennen wir die drei übrigen a, /3, y^ so ist demnach: 

2 [(-l)(«*"^«''^^^«>Cax/*.C«A^rea«e«;iJ + (—l)(«'^'^^»'>Cx^.Ca^, 6x6^ = 0. 

Es ist nun zunächst 

(x, A, A^i/) = (aß/y^nv, aßyxfxv, a/3yx); 
daher: 

JST = aßyx =» A/tv, L = aßy = xX^v, Jtf «= aßy(iv = xk\ 
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mitbin : 

(x, A, X^v) = X^v I X + ^ I ^ + » I X(iv, 
und dies ist :^ A | x mod 2. 

Bei der Bildung von (xa, Xa, Xfiva) ist iT = Aa, L ^= a, M = a] 
mithin 

(xa, Aa, Afii/a) = Aa | xa + ^/^^ | Aa -f- A | X(iva, 
Durch Zerlegung finden wir 

Aa|xa=EA|x + A|a + «l^ + «|«> 
A/tv I Aa ^E Afiv I A + ^f*v | a, 

A I Afiva EiE A I A/Ltt/ + ^ I «5 

mithin, da Afiv | A + ^ I ^f*^ ^^- mod 2 ist: 

(xa, Aa, Afii/a) ^A|x + a|a + a|» + X(iv | a. 

Dies ist congruent l '\- X \ x -{- axX^v \ a] somit ergiebt sich: 

Diese Gleichung lässt sich, ähnlich wie die vorige, in folgender Form 
schreiben : 

S |(— lyy^^'CßyXCßyxQaxQal] = Cn^rCXf^^e^ex] 

oder, wenn wir die Grössen 6 einführen: 

Nun sind noch die Coefficienten in einfacherer Form darzustellen. 
Nach (68) ist: 



'o^x>% yy^'flY^ 



daher: 



f^XflV ^00 1 1 1 f ) 

'^ ^x>^y 'xV "'«/«y 



^/iTyA ^ux^a/ü ^av K ^ft K f> 



XflV 



Ebenso ist: 



Endlich folgt aus (79): 

hxKx ^ n _,/a9x9i 

ixh ^^ un^axe.,' 

Die Multiplication dieser drei Gleichungen ergiebt: 

^x^r ^i,Jx h ?9^ el li^^plll ffirxf,in 
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Nun ist 



f*_^_ f » _ 



^„ ~~r 9 a fa ' 

dadurch geht der vorstehende Ausdruck über in: 

f 9a9x9l fgfif a vfxfiv flfiv 
9 9fi9^ faffifvffiyxfßr^ 

Hier wenden wir wieder die Formel an: 

f 'aftig v'fAt -P i^ f f -P 

Dadurch wird 

^^yX^fiyx^ati^al 9a9x9x fxiiyfXiirfapi 'vf^xlfyxX 

^Xfiv^Xfi rKh ~ 99f, 9y ffA r 

t/A* '^^ txfjirfXfiytafivt(ifi*tYti^^ 

9 = 9ct9»9i9ii9t9fi9Y 



oder; da 



ist: 



^xfiv^Xfirhh 9fi9y9]i^y ffihy'friiy 
Nachdem auf diese Weise die Ausdrücke der Coefficienten transformirt 
sind, nimmt unsere Gleichung folgende Form an: 



't/^.y l ißiiyiyiiy 9ft9y9ii9y] 



^x<fx» 



III. Eine dritte Relation zwischen den ungraden ö erhalten wir^ 
indem wir setzen: 

Dann ergiebt sich: 

7 

CoCxXfiexQXf. = ^li-lY^'''''^f'^''^''^''^Cx^daCxdae6aexX^dal 

= 

Hier verschwinden die Coefficienten für die Werthe 0, x, A, /tt, tf des 
Summations-Index a. Diese Uleichung nimmt deshalb, wenn wir durch 
«, j3, y die drei von x, A, ^, d verschiedenen primitiven Indices be- 
zeichnen, die Form au: 

o,/J,y ^ ' 

oder, da xkiida = ßy ist: 

CoCxXf^exex^ = S \{-'iy''*fir^''^''>C^ßyCnaOefiyead\. 
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Nun ist 

(Öa, ßy, xda) = {da, ßy, A/ttjSy). 

Bilden wir hier wieder die grössten gemeinsamen Theiler der Indices 
]c = da, l = ßy, m = ^i^ßy, so erhalten wir: 

K=ßy, L = 0, Jf==0; 
es ist also 

(da, j3y, xöa) = /3y | da -f" ^*" \ ßv "i" ßy \ ^^a, 
und dies ist ^£^ ßy \ da mod 2, da von den drei Indices xda, ßy, 
xöaßy zwei ungrade sind^ der dritte grade. Wir erhalten demnach: 

a,ß,yy. } 

oder: 

Nun haben wir den Coefficienten : 

f\ ^»(iy^xaS^ßy^ad 

V ;; 7 I 

umzuformen. Wir bilden zunächst: 

Es ist nach den Formeln (68) und (79) des ersten Theils: 

^Jxß^xy^fly j f9ß9y ^ 

'^xy^y^x^fiyfxiiy ^^ V y /»y 

daher : 



Nun ist nach (69) 



Daher : 



mithin : 






1^ Q o 19 -JCt 

Cm Ci Cy Ix lfily = — r rgxißß (Jy ; 



^f^^xj^xy 



U'xßy 

Nach (71) und (72) ist aber: 



folglich : 



Da nun 








(Z = 


(J ^xß^xy 
f Oxfxßy 


^x 




^xadhd 

. • 



y-x 'xpY'py 'xavaa x 
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ist^ so erhalten wir: 

y = -J. • VT 'f~ • 

/ 9x^xX^xfi IxßY'xad 

Es ist aber: 

xfi xy xa^xd xl xfx u g^ ' u^ * * 

2^2 /^ 4 2 2 



Xl M/l 



^9x9x9^1 xiixi^i^ 



fx'xXfi 



mithin ergiebt sich: 

^XiTufxxfxiufxßyfxad 

Nun ist, wenn wir die Producte fx, fxXy fxn auflösen: 

f f 
7 f^ = t»oßf*oirt»adtiißrt*ßdtxrd 5 

'xXlx^ 

folglich erhalten wir: 

Q ixyafjttßd'xaiiixYd 

9x9;, 

Durch diese Umformung der Coefficienteu nimmt die aufgestellte 
Gleichung folgende Gestalt an: 

Dadurch ist jetzt folgendes System von Relationen gefunden : 
(A) S {{r-\yy^^-frixfißxfßyxüaOax]=0y 



(4) 



«./».y.* 



(B) S {(- l/yi« Aii^ --^--J = ff»*^ 



§3. 

Wir gehen aus von der ersten Gleichung dieses Systems. Das 
Product öxöx^xx bezeichnen wir durch (pxx- 

Ox<fx<fxX = (fxxioc^^). 

Die Gleichung (Ä) zeigt dann, dass zwischen den vier Grössen 
9«x, <Pßx, (fyx, (fsx eine lineare Gleichung 

S {{^iyy^^-fyexf6ßxfßYx9>ax} = 

besteht« Hieraus folgt, dass sich die 21 Grössen q}xx durch sechs 
unter ihnen linear darstellen lassen. Denn es lässt sich ^^j, q>^Q, (p^^ 

durch 9,2, 9,3, 9,4-, ^^s; ^20» 9^27 durch 9,2, 923» 9ni ^^^ 9zi} ^se» 
9)37 durch 97,3, ^23 7 734 darstellen; endlich 95^, 957, 9^7 durch die 
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schon dargestellten ausdrücken; so dass schliesslich alle q}jti lineare 

Functionen von 9,2; 9i3; 9^ui 9>ts) 9i4> 9^34 werden. Um aber die 
Symmetrie zu wahren, wollen wir die 21 Grösäen ^^a durch sechs 
neue Grossen, die von den Indices unabhängig sind, ausdrücken. 
Wenn wir eine quadratische Form aufstellen: 

und in dieser für S, ij, t die gemeinsamen Werthsysterae der beiden 
Gleichungen OxS + ^«^ + ^«S = 0, a;ig + 6;iiy + ^^S = einsetzen: 

so lässt sich zeigen, dass zwischen den 21 Ausdrücken <t>tti, welche 
wir so erhalten, dieselben Gleichungen bestehen ^ wie zwischen den 
Grössen ^xa- Zu diesem Zweck bilden wir die Summe 

S^ S |(-iyy^'«/yJxA/»x/>yx4)„x| 

und betrachten in dieser as, h^, es als veränderliche Grössen, die 
übrigen Parameter dagegen und die Grössen L als Constanten. Setzen 
wir dann as ^^ Uo) id = ia) c^ = Ca, so verschwindet der Factor 

as bd Ci 

ft„, = ( _ l)*l''» + «:« a„ ha Ca 

Off O3C Cx 

des zweiten und dritten Gliedes*, die vorgelegte Summe reducirt sich 
daher auf folgende : 

Nun ist, unter der gemachten Voraussetzung: 

frön = (- l)«^'^"/-/««, föß, = (- ^Y'^^^fafix, 

4>ax = 4>Jx-, 

es ist also 

Nun ist aber 

ßyd\a -{- ad\yx -{- aö \ßx EEi 1 -{- aflyd mod 2; 

folglich ist S = 0, — Ebenso lässt sich zeigen , dass S verschwindet, 
wenn (</a, bd, q) = («^^, ^/*, c^i) oder = («y, 6y, Cy) gesetzt wird. 
Endlich ist offenbar, dass jedes Glied von S, und zwar von der zweiten 
Ordnung, verschwindet, wenn (ae, bsy ci)=^{ax, 6«, Cm) gesetzt wird. 
Nun ist aber S eine homogene quadratische Function von {a^y bd, q); 
da diese an einer Stelle von der zweiten Ordnung, und ausserdem an 
drei andern unabhängigen Stellen verschwindet, so muss sie identisch 
gleich Null sein. Damit ist der ausgesprochene Satz bewiesen. 

Daraus folgt nun, dass alle 21 Grössen <t>xz dieselben Functionen 
von 0,2, 0|3 • • • ^34 sind, wie (pxi von 9,21 ^n' ' ' 9^34- Daraus geht 
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hervor, dass, wenn wir die sechs Grössen L so bestimmen, dass die 
sechs linearen Gleichungen 

erfüllt werden, allgemein 9^2 = ^x1 ist. Auf diese Weise sind also 
die 21 Grossen q>xx = o^Oiöxx in folgender Form dargestellt: 

§4. 
Wir führen nun eine Anzahl neuer Bezeichnungen ein. Das Product 
aller sieben Grössen <y, , ^2"'^t* bezeichnen wir durch ty ; ferner das Pro- 
duct von 6x X in diejenigen fünf der Grössen ^if^2"'^i^ deren Indices von x ^ 
und A verschieden sind, mit ^xz; endlich das Product von tar in das Quadrat 

irgend einer der 28 ungraden (^-Functionen "Srcy* mit ^^^' Danach ist: 



(6) 



-ar = <y, (^2 (^3 (^4 C^s (^6 ^7 
(fxX = <fx<fX(fxX 

XmX = OaOfiÖyÖj^Ö^ÖjcX = ff ^ 



ö<^xl 



Es ist dann <pxx ein Product dreier, %xx ein Product von sechs, ^^ von 
neun <r- Functionen, und es ist offenbar 

^xX = 9>xXX»i' 

Wenn wir diese Ausdrücke in die zweite und dritte der Glei- 
chungen (3) einführen, so erhalten wir: 



(7) 



(A) S U- iy'"'fxraf»i,ifKaßf»ri<Ppr<Pai\ '^gifflXx, 

(B) S {(- lyn^ A^^-^^^JJ^X = ^„ 



Die erste dieser Gleichungen wird aus der letzten Formel deSi 
Systems (3) gewonnen, indem man dieselbe mit 6a^ß<iy(5d multiplicirt, 

die zweite, indem man (B) mit — - multiplicirt. Diese Formeln lassen 

sich nun in folgender Weise auffassen. Durch die Gleichung (5) sind 
die Grössen tp dargestellt als homogene lineare Functionen der sechs 
Grössen L. Setzen wir diese Ausdrücke in (A) ein, so verwandelt sich 
Xifi in eine homogene quadratische Function derselben Grössen; die 
beiden letzten Gleichungen zeigen dann, dass ^x, il^xx kubische Func- 
tionen dieser Grössen sind. Wenn wir dies festhalten, so zeigen die 
Gleichungen (6), dass nicht nur das Quadrat jedes Quotienten zweier 
ungeraden <r- Functionen, sondern auch allgemein jedes Product beliebig 
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vieler solcher Quotienten -, -, - etc., wenn nur der Gesammt- 

Index desselben ahaV a'V -•• gleich dem Index ist, sich als eine 
rationale Function der Verhältnisse der Grössen L darstellen lässt. 
Weiter aber zeigen diese Formeln, dass zwischen den sechs Grössen 
L eine grosse Anzahl homogener Gleichungen, sämmtlich von der 
sechsten Ordnung, besteht. Denn aus der zweiten und dritten der Glei- 
chungen (6) folgt: 



daher ist: 



2 2 
tßX ® ' 



?7*— '/.^-ij;*'- 



Ißl tax ®* ^ Iß* tal ' 

«22222 • « 

5^/9 ^Pyd flfi ^ g; g^ ff y ff^ ff ^ <r^ ^ J\^ = _ _ . 

laß lyd tXfx a^ Off* -^x ' 

daher ist^ für beliebige Indices: 

I(PfiXXfiMifx = (PßxXßl^ly 
q>an^>ßXXalXfin = ^aXfffinXanXß^ > 
(Paß(Pyd(PX^tx = XaßXr^XXfi't 

und alles dieses sind, wenn wir für die Grössen «p, Xi ^ »ihre Aus- 
drücke durch die L eingesetzt denken, homogene Gleichungen sechster 
Ordnung zwischen den Grössen L, Freilich können nur zwei von 
diesen Gleichungen unabhängig von einander sein; die übrigen müssen 
sich als Folgerungen derselben ergeben. 

§5. 

Wir brechen jetzt diese allgemeinere Betrachtung ab, um zu unter- 
, suchen, was aus den Ausdrücken (f, Xj ^ wird, wenn wir durch eine 
gleich anzugebende willkürliche Relation unter den Grössen L die Ver- 
änderlichkeit der Argumente beschränken. 

I. q)xx ist nach der Gleichung (5) durch eine quadratische Form 
dargestellt. Wir setzen die Determinante derselben gleich Null: 

L,, Z,2 X,3 



(9) 



Xyjl -^22 -^23 
A3I -^32 -^33 



= 0. 



Alsdann zerfällt die quadratische Form in ein Product zweier Linear- 
factoren: 

Vxx = {Ix -f- ?;y -f- ie) (ga;' -f- riy -f- £/); 
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oder, wenn wir für i, rj, ^ die Werthe dieser Grössen einsetzen f 

\ X y z \ X y z \ 

ffxX '= (Jx ix Cx ' ' ttx ix Cx 

ai Ix ci . ai h cx 

Wir multipliciren die einzelnen Factoren, um sie in Bezug auf Xy 
k symmetrisch zu machen, mit dem alternirenden Vorzeichen ( — 1)*'^ 
und bezeichnen 



X 

i 
t 


y 


ax 


h. 


Ol 


h 



durch F(ix, y, z)xi. 



z 

(- l)"!^ I flx Ix Cx 

Cl 

Alsdann ist 

(10) g?xi = F {x, y, z)xiF{x, y, z)xX' 

Wir können uns {x^ y, z) als die homogenen Coordinaten eines 
veränderlichen Punktes in einer Ebene, (a, , 6| , Cj) • • • (a? i-, c^) als die 
von 7 festen Punkten vorstellen, und diese Punkte selbst durch die 
Zahlen 1, 2 • • • 7 bezeichnen. F (x, y, z)xX'== ist dann die Glei- 
chung derjenigen Graden, welche durch die beiden Punkte x, k hin- 
durchgeht. Dadurch ist diese Function charakterisirt, wenn ausserdem 
noch der Werth von jF {x, y, z)xi in einem dritten Punkte /tt gegeben 
ist. Fxx ist also bestimmt durch die Eigenschaften: 

{Fxx = in den Punkten x, A, 
= (— l)/^\'^%xx im Punkte ^. 

IL Setzt man in der ersten der Gleichungen (7) für die Grössen 
(p die eben gefundenen Ausdrücke, wobei der Kürze wegen J^^y für 
F {x, y, 0)ßYy ^ßr f^^ ^ (^'7 y'; ^'Vr geschrieben werden soll, so er- 
hält man: 

9l9lXx^ = S |(- iyr\-^fnyafx,ufxa^ifxY^F^yFa,F^yF:A. 

Hierdurch ist, wenn wir (ar', y\ z') als constant auffassen, xifi definirt 
als eine homogene quadratische Function von {x, y, z), die offenbar an 
den vier Punkten a, /J, y, d verschwindet. Sie verschwindet aber auch 
im Punkte x. Denn in diesem wird nach (11): 

der Ausdruck auf der rechten Seite geht daher über in: 

Wir betrachten nun den letzten Factor dieses Products. Vertauschen 
wir {x, y', z) mit {as, bs, c ), so geht 

F^y in (- lyy^'fößy, Faö in - Faö 
über; daher der Summenausdlnick in: 
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Von dieser Summe ^ die eine lineare Function von x, y, 0' dar- 
stellt; ist zu zeigen ; dass sie identisch verschwindet. Dazu ist nur 
nöthig; zu zeigen, dass sie in den drei Punkten a, j3, y verschwindet. 
Dies aber geht unmittelbar aus (11) hervor. Denn setzen wir z. B. 
(x\ y z') = {ay , hy , Cy) , so wird 

Faö = (- ly '«Ydya, F;a = (- \y\^'Uöy, F^ s = 0; 
daher: 

(- iy'^''fifirFäi = i- ly^' + ^^'fifirfiy , 

Somit muss diese Summe, und auch die ursprüngliche identisch Null 
sein. Es gelten also die beiden Relationen: 

(a) S|(-l)'"'l-/5»yx-F'«»}=0, 

(b) S\{r-\yy\-^FßyFai\ = 0. 

Aus der letzten Gleichung folgt nun, dass die quadratische Function^ 
durch welche %i^ dargestellt ist, ausser an den Punkten a^ /3, y^ ö auch 
noch im Punkte x verschwindet. Dadurch ist aber xif/^ bis auf einen 
von Xf y, unabhängigen Factor bestimmt; und da x^n symmetrisch 
ist in Bezug auf beide Werthsysteme, so folgt; dass xi/*} ebenso wie 
qjift, in zwei Factoren zerfallt, von denen der eine nur Xy y, z, der 
andere nur x', y\ z enthält. Diese Zerlegung nun lässt sich mit Hülfe 
der gefundenen Formel wirklich ausführen. Wir bezeichnen für den 
Augenblick die Producte 

FßyFady FyaFßiy FaßFyi durch P,, Pj, P3, 

FßyFaö etc. durch P/, P^', P3', 

fnßyfxad etc. durch !>,, P2, |>3, 

und die Vorzeichen 

(_ \yv\ad^ (_ l)ya|/*a^ (— \)aß\itd durch e,, £^, «3. 

Es ist dann offenbar: 

£,P, +f,P, + £3P3=0, 

hP\ + ^2^2 + *3JP2 =0, 
f| ^2 £3 s^ 1. 

Die vorletzte Gleichung wird aus (6) dadurch erhalten , dass man 
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(^; y> ^) = (^*; ^x) ^x) setzt. Wir elimiuiren nun die Gjossen P3, 
P3', p^. Dadurch geht der Ausdruck von giff^Ziu ^^®^ ^^ folgenden: 

'=(P2Pi-PiP2)iPiPi-PiP,')- 
Wir bezeichnen nun die Function zweiten Grades 

(_ i)a\p-n\rPtPK=lPiP* durch G(x, y, z). 

Alsdann ist 

lx^ = G{x, y, s)G {x\ y\ z). 

Diese Function zweiten Grades G{Xy y, z) hat, wie wir bewiesen haben, 
die Eigenschaft, an den fünf von A, /t verschiedenen Punkten zu ver- 
schwinden. Im Punkte l selbst ist, wie aus (4) hervorgeht: 

daher erhalten wir: 

Der Ausdruck auf der linken Seite ist aber, wie aus (2) folgt, 
mithin ist: 

Ebenso ist: 

G(g^, bfn c^)= 

yft 

Die Function G{x, y, z) ist auf diese Weise charakterisirt durch 
sieben Bedingungen. Diese sind symmetrisch nach den beiden Indices 
k, ^ einerseits, und den davon verschiedenen a, ß, y, d, x andrerseits. 
Daher können wir diese Function durch G{x^ y, z)xn bezeichnen. Dem- 
nach erhalten wir: 

(12) ^/i = G (ic, y, z)x^, G {x\ y\ z')xf, , 

wo die Function Gxf, definirt ist durch die Gleichung: 

imd auch durch die Eigenschaften: 

Gxfi = in den Punkten a, /3, y, #, x, 

y 9x 

Zu den beiden Gleichungen (b) und (c) wollen wir noch zwei ver- 
wandte hinzufügen. Es stellen nämlich die sechs Grössen 

Oxn} G-fixy GxX, F^yFad} FyaF^dj Fa-iFyO 
ScHOTTKT, Abersche Funct. 4 
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sämmtlich .Functiouen zweiter Ordnung dar, die in den vier Punkten 
^i ß) Yi ^ verschwinden. Zwischen je drei derselben muss daher eine 
lineare Gleichung stattfinden. Es muss daher auch F^^Fad linear 
durch Gxfiy Oxfi ausdrückbar sein, und endlich zwischen 61^, G«^, 
Gxx eine lineare Gleichung bestehen. Um die Goefficienten der 
Gleichung 

F^yFa3 = AG,^ + IiG,i 
zu bestimmen, setzen wir (x, y, z) = (a^, 6^, c^u); dann wird 

VfL 

daher ist: 

Ebenso ist 

wir erhalten daher: 

(d) F(iyFaö =- (- ly^^igiUtiyfladGxX - g^ff,(iyf^aöGnf.). 

Ebenso werden die Goefficienten der Gleichung 

AGx^ + BG^, + CG,x = 
bestimmt; für (a?, y, z)= (a^, fc^, c^) geht dieselbe über in: 

(-ly"^" j^ + (-l)"""f = 0; 

Iffl iffl 

wir können deshalb setzen: 

^ = (-. \Yt^\% Bc=(- \y^\\ c={- iy^\f*', 

so dass die Formel die Gestalt annimmt: 

(e) (~ iyf^\^Gx^ + (- ly-^^G^x + (- ly^f'G.i = 0. 

Durch die vier Identitäten &, c, (2, 6 ist die Form der Relationen 
zwischen den aufgestellten sechs Grossen vollständig festgestellt, ebenso 
wie durch die Gleichung (a) die Form derjenigen Relationen, welche 
zwischen 

TP JP Ti^ V TP TP 

J^axf J^fin^ ^yx) -^^X) -^ Xx } J^ fm 

bestehen. 

III. Wir setzen jetzt die für die 56 Grossen tp^i, %ni gefundenen 
Werthe in den Ausdruck von V'x ein: 

^, = S /(- \yr\^ fjJ^^fr^^-^}^^^^ 

Fassen wir diesen Ausdruck auf als abhängig von {x, y, z) allein, 
indem wir x, j/', / als Gonstauten betrachten, so stellt er eine homo- 
gene Function dritter Ordnung dar. Fassen wir irgend eine der Grössen 
auf, aus denen die Summe zusammengesetzt ist, z. B. FaxGax^ so 
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sehen wir^ dass diese an den Punkten a, ß, y^ ^, v von der ersten, 
an der Stelle x aber von der zweiten Ordnung verschwindet. Denn an 
der Stelle x verschwindet J^ax und Gax, an der Stelle a: Fax, und an 
den Stellen ß, y^ yb, v: Gai» Diese Eigenschaften sind allen drei 
Gliedern der Summe gemeinsam ^ und übertragen sich also auf den 
ganzen Ausdruck. Ausserdem aber ist zu zeigen^ dass der ganze Aus- 
druck auch an der Stelle A verschwindet. An dieser wird: 



daher: 






Das Verlangte wird also bewiesen sein^ wenn wir zeigen^ dass die 
Identität 

(f) S U-\yy^-gafa^rFa,Gax\ 

stattfindet. Nun ist nach der Formel (e): 

f:if.vfrn.F^.Fy^ -^ fy^.f^xrF^,,Fyx = {- iy\y+'^f^gagiGai. 

Diese Gleichung raultipliciren wir mit faftvFax und vertauschen 
dann die Indices a, ß; y cyklisch. Wir können hierbei ( — 1/' y durch 
£( — lyyl« ersetzen; der Werth des Zeichens h ist dann alternirend in 
Bezug auf a, ßy y und bleibt deshalb bei cyklischer Vertauschung 
dieser Indices ungeändert. Wir bekommen so drei Gleichungen; die 
erste derselben ist: 

tanv-^axfßHvF^Mfyxv J^Yf*^ — frtn^FyxfaftvFaxfj^nv-tßfi 
= (- lY\t^egi{-- ly^^'^gafaf.rFaxGal. 

Bilden wir die Summe dieser drei Gleichungen, so ergiebt sich offen- 
bar auf der linken Seite Null, während auf der rechten derselbe Aus- 
druck erscheint; welcher in der Gleichung (f) vorkommt , nur mit 
einer Constanten multiplicirt. Damit ist die Gleichung (f) bewiesen. 
Setzen wir nun in derselben {x, y, e) = (a^, hx, ci), so erhalten 
wir noch die Parameter- Gleichung: 

(f) S \i-'\yr^'gafa.lfa^.\=0. 

Hieraus geht nicht nur hervor ^ dass tf;«; ebenso wie die früher 
behandelten Ausdrücke, in zwei Factoren zerfallen muss, sondern es 
lässt sich auch diese Zerlegung direct ausführen. Wir führen folgende 
Abkürzungen ein. Es mögen 

Fax^al ^ßj^^f^ ^\»^^yX 

faxX fflttX /yx>l 

4* 
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durch May Mß, My\ die entsprechenden Functionen von {x\ y\ z') 
durch Maj M^^ Jf/; die Grössen 

ffafaxXfafiV) 9(iffiitlf/ifAvy Qyfy^^fvh^ 

durch Wa, w^,% bezeichnet werden; endlich die Vorzeichen 

(_ lyyl«, (- l)y«l/», (— \Yß\r durch f«, f^, V 
Es ist dann: 

und, nach den Formeln (f, f): 

BaniaMa + B^m^Mß + fyniyMy = 0, 
£aWaJlfa'+ ^(tnißMß + SyinyMy = 0, 

Die drei letzten Gleichungen benutzen wir dazu^ um in dem Ausdruck 

SaniaMaMa + BßmßMßMß' + BymyMyMy = M 
die Grössen Wy, My,My zu eliminiren. Hierbei ergiebt sich: 
SytHyM^ {SumaMa'\' s^nifiM^) {€„maMa + e^m^iMß') 

— (««W*a + f^m^) {SamaMaMa + £ßmßMßMß') 

daher : 



Y 



Setzen wir dies in den Ausdruck von ^x ein, indem wir den Constanten 
nia, nifi, Wy ihre Werthe beilegen; so erhalten wir: 

Wx 2 ^^«^2 > 

Trfi^9y9f,9^ 
oder, wenn wir setzen: 

( _ 1)/* I a ^x^ V/^ (^a - ^ß\ = H (^,y,^), 

^x = S{x,y,e) H{x\y,gy 
Dieser neu definirte Ausdruck 

S(x,y,0) = (- ly I « f^>^^^^<'^^^^-[^»^^ ßl^^J^ 

^ '^' ^ ^ ^ 9y9^9^fyf,y 

ist nun eine kubische Function von {x^ y, z), die an allen sieben Stellen 
verschwindet; an der Stelle x aber von der zweiten Ordnung. Er ist 
symmetrisch in Bezug auf die drei Indices y, ^l, v einerseits und a, ß 
andrerseits; es ist aber leicht zu sehen, dass sein Werth auch dann 
ungeändert bleibt, wenn man a oder ß mit y, /tt oder v vertauscht. 
Denn vertauschen wir z. B. a mit y. Aus den Gleichungen 



folgt: 



daher: 



oder: 
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BaniaMa + B^ni/iMa + BytnyMY = 0, 
Bania + Bßniß + BytHy = 

B^nia {Ma — M^) + Byniy {My — Mß) == 0; 

M^-^M.^B.'^^iMy^Mß), 



Hieraus ergiebt sich: 

Es bleibt also der Werth von Hipc^y^z) ungeändert bei einer be- 
liebigen Yertauschung der Indices a, ß, yy fi^ v unter einander. Es 
muss aber gezeigt werden ^ dass dasselbe stattfindet ^ auch wenn wir 
einen dieser Indices mit A vertauschen. Zu diesem Zweck multipliciren 
wir die Gleichung 

fß.xFanGaX - fa.xFß,Gßx=i'- Vf ^ ^ 9r9f.9vfrf..H 
mit Fyy. Nach der Formel (d) ist dann 

FaxFY^= ( — y)^^^ {gxfxanflyvGfiX — 9tiffAaHfiiyv(^pfi)} 
Fß,Fy,= {- iy\f^ {gxfxßnfxyvGaX- 9,^f,fi4^vMai.). 

Wenn wir dies einsetzen; so heben sich die mit 91 multiplicirten 
Glieder gegenseitig auf, und wir erhalten: 

fßnXfa.,.GaXGß^-fanXfß.f.GßxGa^={—\y^^'^^\^9r9vFyrH. 

Diese Darstellung von H ist symmetrisch in Bezug auf X und /t. Da 
wir demnach alle von % verschiedenen Indices in dem Ausdrucke der 
Function H (x,y^z) vertauschen können, ohne ihren Werth zu ändern, 
so können wir diese Function dritter Ordnung bezeichnen durch 
H {Xy y, £f)x . Wir erhalten also : 

(14) ^x = S {Xy ijy z)n H {x\ y'y /)x, 

und wir können uns Hx definirt denken durch jede der beiden Glei- 
chungen : 

(g) ffixxF,,Gax-fanxFßxGßx={- ^Y ^ ^ 9r9f^94rt^^S'x> 

(g) ffi.xfax^GaxGß^--' fa.xfß.^GßxGa,.^ {— If ^ -+f^ ^ ^ 9y9vFyrH,. 

Die Formeln (f) und (g) gehören zu einer neuen Gruppe von Identitäten. 
Die Functionen 

FaxGaX, FßxGßXy Fy^GyXy Ff^^G^ly FrxGvX, Hu 

sind sämmtlich von der dritten Ordnung, und verschwinden doppelt 
im Punkte x, einfach in den Punkten a, ßy y, iiy v. Es müssen also 



54 Abriss einer Theorie der Aberscben Functionen dreier Variabein. 

auch hier lineare Relationen zwischen je dreien dieser Grossen statt- 
finden. Die Form dieser Gleichungen wird durch (f) und (g) an- 
gegeben. 

"Wir setzen endlich 

(15) F (rc, y, z)niG {x, y, z)nx = H {x^ y, z)^v^ 
dann ist: 

^ni = S (x, y, e)^iH {x\ y\ z)xh 
also allgemein ; für alle 28 ungraden Indices: 

(16) tm^S (x, y, z)m H {x\ y\ z'\. 

Diese 28 Functionen H^, sind sämmtlich von der dritten Ordnung 
und haben die Eigenschaft gemeinsam, dass sie an den Punkten 1, 2* • • 7 
verschwinden. Während aber die 7 Functionen ^x die besondere Eigen- 
schaft haben ^ dass jede von ihnen an einem dieser Punkte von der 
zweiten Ordnung verschwindet, so ist es den 21 übrigen eigenthümlich, 
dass jede in eine Function zweiter Ordnung und eine lineare zerfallt. 

§6. 
Die im vorigen § hergeleiteten Gleichungen sind sämmtlich Iden- 
titäten, die in leicht erkennbarem Zusammenhange mit den (^-Relationen 
stehen. Nicht identische Relationen dagegen, also algebraische Be- 
ziehungen zwischen den Grossen x^ y^ z und x\ y\ z' erhalten wir, wenn 
wir die Ausdrücke 9?*;i= i^x;i-Fxi, Xxx= GtxiGxX, tx = SxHx in die 
Gleichungen (8) einführen: 

FfiiOfixHn • F^xGßxHx = F^xGfixHx ■ F^^G'^xHii 

FaxFßxGaxGfix' FaxFjfxGaxG^x = FaxFfixGaxGfiX ' FaxFßxGaxG^ Xy 
FaßFyiFxfiHx • FaßFydFxnHx = GafiGydGxfi ' GafiGidGxfx- 

Diese Gleichungen werden dadurch erfüllt, dass man einzeln: 

IFixG^ixHx = F^ixGfixHxy 
FaxF^ixG„xG^x= FaxF^xGaxG^Xy 
FaßFysFxfiHx = GafiGydGxfi 

setzt; und dieselben Relationen zwischen den entsprechenden Functionen 
von Xf j/, z annimmt. Zuerst lässt sich leicht zeigen, dass durch das 
Gleichungssystem (17) nur eine einzige Beziehung zwischen x, y, z fest- 
gestellt wird. Vergleicht man nämlich die beiden Formeln (c) und 
(g') des vorigen Paragraphen mit einander, so erkennt man, dass zwischen 
den drei Functionen Fa^iF^^^ FßyFady Gxft dieselbe Beziehung besteht, 
wie zwischen GufiGys, GßyG„sy Fx/nExi 

AF,,^,Fys + BF^yF^s + CG,^ = 0, 

AGa;iGy,i -{- BG^iyGuS + CFxfiHx = 0. 

Eliminirt man hier den Coefficiepten A, so folgt: 
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+ C{FaßFyiFxfiHx — GafiGydGxfi) = 0. 
Dies ist eine Identität. Wir erkennen also^ dass von den beiden 
Gleichungen 

FaßFyiGßyGad'^ FßyFadGaßGyd^ 
FaßFysFxinSx= GaßGydGxfi 

die eine nur eine identische Umformung der andern ist. Bezeichnen 
wir die dadurch festgestellte Beziehung zwischen x, y, durch 

(18) L (x, y, IS) = 0, 

so lehrt die erste Form^ dass diese Beziehung unabhängig ist von der 
Vertauschung der Indices x, X, fi unter einander. Pie zweite Form 
zeigt aber, dass man die Indices l, fi mit a, ß und auch mit y, d ver- 
tauschen kann. Daher ist die Gleichung £ «=: völlig unabhängig von 
der Vertauschung der Indices. Hiermit ist gezeigt; dass die zweite und 
dritte Formel des Systems (17), auch wenn die Indices ganz beliebig 
angenommen werden, nur verschiedene Formen einer einzigen Gleichung 
X 8= geben. Aus der dritten folgt aber unmittelbar die erste Formel. 
Denn da 

FaßFy^FxfiHtt = GaßGysGifij 

GaßGydGxx= FaßFysFxxHft 
ist; so ist auch: 

FxfiGxnHn=^ FxxGxfiHfi' 

Man kann nun fragen : Ist dies die einzig mögliche Art; das 
Gleichungssystem (8) aufzulösen? Setzen wir 

FßxGß^Hx = Ay FßxGßxBx'== B, 
und nehmen aU; dass die Gleichung £ == nicht erfüllt ist; so ist 

WO L eine von Null verschiedene Grösse bedeutet. Dieselbe Gleichung 
findet statt für die entsprechenden Functionen von {x'^ y\ z). 

A --B = L\ 

Multiplicirt man die erste mit iT, die zweite mit A, so erhält man: 

AÄ ^BB =^B'L + AL\ 

Die linke Seite ist; nach dem Gleichungssystem (8), Null; daher: 

FßttGßxSxL + FßxGßttHtiL' == 0. 

Aus dem vorhin geführten Beweise geht hervor, dass die Grössen L 
und L\ wenn sie von Null verschieden sind, sich nur um einen con- 
stanten Factor ändern, wenn die Indices vertauscht werden. Ihr Quotient 

p ist also jedenfalls eine von den Indices unabhängige Grösse. Dann 

aber zeigt die letzte Gleichung, dass der Quotient 
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vom Index A, 



^^a^' 
~^ii 



?/?*_?? 

^^y. 



vom Iudex x unabhäugig sein muss. Daraus folgt, dass wir setzen 
können : 

wo Q und Q ebenfalls von den Indices unabhängige Grössen bedeuten. 
Dadurch ergiebt sich 

Es unterscheidet sich also Hß' von jEf^ nur um einen Factor, welcher 
von dem Index ß unabhängig ist. Dieselbe Beziehung^ wie zwischen 
Hfl' und Hfl, muss auch zwischen H^x und H^x bestehen. Denn die 
28 Grössen H^ sind sämmtlich Functionen dritter Ordnung, welche 7 
Nullpunkte gemeinsam haben; zwischen je 4 derselben muss also eine 
lineare Gleichung bestehen. Es lässt sich demnach Hxx linear durch 
Ha, Hfl, Hy ausdrücken, und Hix ist dieselbe Function von Ha\ H ', J?/. 
Ist also Ha = gfla (a = 1, 2 • • • 7), so folgt hieraus, dass auch H^x 

^= qHjtx ist. Nun haben wir die Gleichung: tar<yj, = jEf^Ä; es ist 

also 'cT<Tm = qH^, mithin 



Dadurch erkennen wir, dass sich alle Grössen 6m linear und homogen 
durch drei Grössen g, rj, g ausdrücken lassen müssen. 

Eine solche Auflösung der Relationen zwischen den ungraden a 
ist nun zwar wirklich möglich. Denn wenn wir irgeud eine dieser 
Relationen auffassen, und wir entwickeln in derselben die Grössen ö 
nach den aufsteigenden Dimensionen der Argumente, so erkennt man 
unmittelbar, dass dieselben Gleichungen, welche zwischen den 6 be- 
stehen, schon zwischen den Anfangsgliedern dieser Functionen be- 
stehen müssen. Wir erhalten also eine Auflösung aller dieser Glei- 
chungen, wenn wir setzen: 

WO I, rjj g willkürliche Grössen bedeuten. Die später zu entwickelnden 
Relationen zwischen den graden und ungraden <T- Functionen zeigen 
aber, dass, wenn wir diese Lösung aufrecht erhalten wollen, der Quo- 
tient je zweier graden <f gleich Eins, der Quotient eines ungraden e 
durch ein grades gleich Null angenommen werden muss; so dass alle 
28 ungraden (^-Functionen im Verhältniss zu den graden als unendlich 
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klein aagenommen werden müssteu. Deshalb ist diese Lösung zu ver- 
werfen, und die in den beiden Gleichungen L (a?,y,;s?) == 0, L {xyz) = 
enthaltene die allein brauchbare. 

§7. 

Wir gehen nun dazu über, die in der Gleichung L = ausge- 
sprochene Beziehung zwischen x^ y, z genauer zu untersuchen. Zunächst 
lassen sich die Eigenschaften der Grössen F^ G, H, welche in dem 
System (17) ausgesprochen sind, durch eine merkwürdige Formel dar- 
stellen. Aus der ersten Gleichung des Systems folgt nämlich 

Bezeichnet man den gemeinsamen Werth beider Ausdrücke durch jß, 
so ist leicht zu sehen, dass diese Grösse 12 von den Indices völlig 
unabhängig sein muss. Wir bekommen also 

(19) HnHxG^x^RFnx. 
Multiplicirt man nun die drei Gleichungen 

HaHßOaß = üFaß^ 

HxHftGxfi = RFxfi 
mit einander, und beachtet, dass nach der letzten Formel des Systems 
(17) GaßGydGxfi =^ FaßFysFxf^Hx ist, so ergiebt sich 

(20) HaHßHyH,H,HxH^ = i^^ 

es ist also R gleich der dritten Wurzel aus dem Product aller 7 
Grössen Ha* Umgekehrt ist jede der Formeln (17) eine einfache Folge 
der beiden zuletzt aufgestellten. 

Nehmen wir irgend eine Form der Gleichung Z» = 0, z. B. die 
folgende: 

FaxFßxGaxGßx — FaxF^^GaxGßX = 0, 

so ist unmittelbar ersichtlich, dass dieselbe eine Gleichung sechster 
Ordnung mit den 7 Doppelpunkten 1, 2 • • • 7 ist. Denn jedes der beiden 
Producte, aus denen L besteht, verschwindet an jedem dieser Punkte 
von der zweiten Ordnung. Im Punkte a verschwinden die Factoren 
Fax und Gflx des ersten Products, im Punkte ß: Fßx und GaX) ™ 
Punkte x: Fax und Gax^ im Punkte A: F^x und 6r^x> endlich in den 
drei übrigen y, ft, v: Gai und G^x- Das entsprechende gilt von dem 
zweiten Product. Nach der bekannten Formel p=^(w — l)(m — 2) — d, 
in der q den Rang (nach Riemann's Bezeichnung das Geschlecht), m 
die Ordnung, und d die Anzahl der Doppelpunkte der Curve bedeutet, 
ist somit die Gleichung L = vom Range 3. 
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Zu den Punkten 1, 2 • • • 7, welche dem durch die Gleichung L=^0 
definirten algebraischen Gebilde angehören, und doppelt zu zählen, also 
als Punktepaare aufzufassen sind, kommen nun noch 21 andre Punkte- 
paare. Die angenommene Form der Gleichung zeigt nämlich, dass 
dieselbe befriedigt wird, wenn gleichzeitig 

gesetzt wird. Die erste Gleichung ist die einer Graden, welche durch 
die beiden Doppelpunkte o:, x, die zweite die eines Kegelschnitts, 
welcher durch die fünf übrigen hindurchgeht. Das Punktepaar, welches 
beiden gemeinsam ist, bezeichnen wir durch den Index ax. Dadurch 
sind also 28 bevorzugte Punktepaare des Gebildes, den 28 ungraden 
Indices entsprechend, definirt. 

Wenn nun auch durch die Bedingung, dass die Punkte 1, 2 • • • 7 
Doppelpunkte der Curve sechster Ordnung L = sein sollen , diese 
letztere noch nicht völlig bestimmt ist, so ist doch klar, dass, wenn 
wir noch die Bedingung hinzufügen, dass die weiteren 21 Punktepaare 
auf der Curve liegen sollen^ nur eine Curve existiren kann, welche 
diesen Bedingungen gehorcht. Es lässt sich uim die Gleichung X = 
algebraisch weit einfacher d^finiren. Es sei nämlich 

eine homogene Function dritter Ordnung der drei unabhängigen Ver- 
änderlichen S, 17, S, deren Coefficienten ebenfalls willkürliche Grossen 
sind. Stellt man die Bedingung, dass diese an den Stellen 1, 2 • • • 7 
verschwindet^ so erhält man 7 homogene Gleichungen 

F{aayba,Ca) = (« = 1,2... 7) 

zwischen den Coefficienten der Form. Verlangt man nim, dass die 
Function noch an einer neuen Stelle: 1 = 0?, iy = y, g = ^ verschwindet, 
und zwar von der zweiten Ordnung, so treten zu diesen 7 Gleichungen 
noch drei neue hinzu: 

\md es kann diesen 10 Bedingungen nur dann Genüge geleistet werden, 
wenn eine algebraische Beziehung zwischen den Gr()ssen x^ y^ a und 
den Parametern festgestellt wird. Diese Beziehung besteht darin, dass 
die Determinante dieser 10 Gleichungen gleich Null gesetzt wird. 

Hierdurch ist eine algebraische Gleichung zwischen x, y, z und den 
Parametern festgesetzt, die in Bezug auf x^y^z von der sechsten, in 
Bezug auf jedes Werthsystem (a^, 6«, Ca) von der dritten Ordnung ist. 
Es ist offenbar, dass eine solche Determinante von der zweiten Ordnung 
verschwindet, wenn (a;, y, je?) = (a«, hay €„) gesetzt wird. Diese 7 Punkte 
sind also Doppelpunkte der Gleichung. Ferner aber, wenn wir Curven 
F{1^, rj,i) = kennen, die von der dritten Ordnung sind, durch die 
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Punkte 1; 2 • • • 7 hindurchgehen ^ und ausserdem einen oder mehrere 
Doppelpunkte haben, so wird, wenn wir für o;, y, j? die Coordinaten 
eines dieser Doppelpunkte einsetzen, die aufgestellte Determinante ver- 
schwinden; diese Punkte werden also auf der üurve sechster Ordnung 
liegen. Eine solche Curve ist aber diejenige Curve dritter Ordnung, 
die in eine durch x, A hindurchgehende Grade und einen dqrch die 
übrigen 5 Punkte gelegten Kegelschnitit zerfällt, und die Doppelpunkte 
dieser Curve dritter Ordnung sind diejenigen^ ii]^ welchen Kegelschnitt 
und Grade sich schneiden. Somit müssen auch die 21 mit xA be- 
zeichneten Punktepaare auf dem Gebilde sechster Ordnung liegen^ 
welches durch das Null- Setzen der Determinante definirt wird. Daraus 
folgt; dass diese Gleichung mit der Gleichung L = übereinstimmen 
muss. Wir erhalten also das Resultat: 

Die algebraische Beziehung zwischen x, y, z ist dadurch charakteri- 
sirt, dass es möglich ist^ eine homogene Function dritter Ordnung 
dreier unabhängiger Grössen ^, ri, ^ z\x bilden, die an den 7 Stellen 
(a«, 6a; <^a) vou der ersten Ordnung, an der Stelle x, y^ z von der 
zweiten Ordnung verschwindet. 

Uebrigens lässt sich dieser Satz auch rein formal, nämlich da- 
durch, dass man in einer der Darstellungen von Hm z. B. der Formel 
(g) iii § 5; <ia8 Werthsystem {x, y, z) mit (a^, 6x, Cx) vertauscht, 
ableiten. 

§ 8. 

Die Gleichung £ = steht in naher Beziehung zu der allgemeinen 
Gleichung vierter Ordnung, die gewohnlich als algebraische Grundlage 
dieser Theorie genommen wird. Bevor wir zu dieser übergehen, ist 
es vortheilhaft, noch eine neue Identität zu entwickeln. Wie schon 
erwähnt, sind alle 28 Grössen H^ Functionen dritter Ordnung, welche 
an den 7 Punkten (a^, ha, Ca) verschwinden. Daraus folgt, dass 
zwischen je vier derselben eine lineare homogene Gleichung mit con- 
stanten Coefficienten bestehen muss. Wir wollen diejenige Relation 
aufstellen, durch welche HxXj Ha, H^i, Uy verbunden sind. 

Die Grössen Ha, Hi, Hy sind nach Formel (g) definirt durch 
folgende Ausdrücke: 

ffiaxt'xaG^cX — t\fitlJ^\it(^fil = (— ^Y^ '^ OtiOYQvf^iyrHay 
ffißxFx(iGxX — f'x^ixFft^iGf,x = (— ^y'^''gY9a9tfYarH^i, 
ffiyxFnyOHX — fxYX^f^yGf^^ = ("— ^Y ^ " 9ag^9yfa;ivHy, 

Wir multipliciren diese Gleichungen mit drei Constanten -4, B, C und 
bilden dann ihre Summe. Das Resultat hat dann die Form: 

t\ Gxx — i\ Gftx = H^ 

wo jPj und F^ lineare Functionen von x, y, z bedeuten, von denen 
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erstere an der Stelle x, letztere an der Stelle fi verschwindet, während 
H eine lineare Function von Haj H^iy Hy ist. Man kann nun die drei 
Gonstanten so bestimmen, dass F.^ identisch Null ist; dann i&i Fy^G^i 
= H] und da die rechte Seite dieser Gleichung an allen 7 Stellen 
verschwindet, Gxx aber an den Stellen x, A von Null verschiedene 
Wertha hat, so muss JP, an den Stellen x, A verschwinden. Daraus 
folgt aber, dass sich F^ von Fxx nur um einen constanten Factor f^ 
unterscheiden kann. -Wir erhalten also: 

F^=foFxx] daher F, Gx;i = /oÄ^^ = ff. 
Die geforderte Bestimmung der Coefficienten Ä, B, C ergiebt sich 
unmittelbar aus der Formel 

welche aus (a) durch Veränderung von x in ft hervorgeht. Danach muss 

sein. Daher ist: 

F,^foF,,= S U-iyr\<'fßy^f^„xf^ßif,yxF,J, 

«,,*./ ' ' 

H = foH.x = (- ly I 'gr S |(- lyr I '9p9yf^r„ fflrrfn»ifr>cxHA . 

«Ar * ' 

Hierdurch ist die gesuchte Darstellung gewonnen, sobald die Constante 
/o bestimmt ist. Setzen wir nun in der ersten dieser beiden Gleichungen 
(rr, y, j?) = (ay, 6y, Cy), so verschwindet F^y^ während 

F,, in (- lyi^'Yyxi, Fxa in (- lyi'^Yyax 
übergeht, so dass sich ergiebt: 

(-l)y|xYy.,/i= S j(- iy'^- + y^'''f[iy^Uaxf.,,xfnyxfra.\. 

Oder: 

fo= S U- iy\-^'\'faX^far.Urf^fßnx\ 

= (— iy^^'''^y^^{faX,ifaYxfflYfifßxX — fflXfifßY^faYf^fctitO' 

Nun ist aber der Ausdruck auf der rechten Seite, wenn wir noch 
das Vorzeichen ( — 1)^1* hinzufügen, nichts andres, als g^] daher ist 

/•o = (_l)/'l«<^„ 
und somit: 

(21) H,x= S \{- iyy^-9ß9yffinxfryxf{iY,fliYvSa\. 

a,^,Y ^ ' 

Vergleicht man dieses Resultat mit Formel (81) des ersten Theils, so 
erkennt man, dass die Beziehung, welche zwischen Hxx, Ha, fl^, Hy 
besteht, genau dieselbe ist, wie die, durch welche Vxx, f«, Vy, Vy ver- 
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banden sind. Daraus muss der allgemeinere Schluss gezogen werden^ 
dass überhaupt je vier der 28 Grössen H^ durch dieselbe Gleichung 
verbunden sind, vne die entsprechenden Grössen i;^. Diese sind nun 
lineare Functionen dreier unabhängiger Grössen i/, u\ w", von der Form : 
t',„ = a,;,ti + 6m w' + Cmw"; umgekehrt können letztere linear aus irgend 
drei der Grössen Vm gebildet werden. Wenn wir nun drei Functionen 
dritter Ordnung 

H{x,y,z), H{x,y,z), H{x,y,z), 

definiren, welche aus drei der Functionen H^ ebenso gebildet sind, 
wie ti, w', ti" aus den entsprechenden Grössen v^, so muss umgekehrt 
jede Function H {x^ y, z)^ sich durch diese drei in derselben Weise 
darstellen lassen, wie Vm durch Hy u\ u". Demnach erhalten wir folgende 
Darstellung der 28 Functionen Hm durch drei von den Indices unab- 
hängige Grössen: 

(22) U,, = a„,H-\- KM + c„M, 

§ 9. 
Durch jedes lineare Aggregat der Grössen H, H, R ist eine 
homogene Function dritter Ordnung dargestellt, welche an den 7 
Doppelpunkten des Gebildes verschwiudet. Setzen wir ein solches 
Aggregat gleich Null, so schneidet die durch diese Bedingung definirte 
Curve dritter Ordnung die Curve sechster Ordnung L = in 3 • 6 = 18 
Punkten. Daher verschwindet jedes derartige Aggregat (welches wir 
eine allgemeine fT- Function nennen wollen) ausser in den 7 Doppel- 
punkten noch in 18 — 2 • 7 = 4 weiteren Punkten. Die letzteren 
fallen paarweise zusammen, wenn die ^-Function eine der 28 Grössen 
Hjn ist, und diese beiden Punkte, in denen H^n^ ausser den allen ge- 
meinsamen, noch zweifach verschwindet, sind identisch mit dem durch 
den Index m bezeichneten Punktepaare. Denn nehmen wir zuerst 
9^1 = xA, so ist lfm = FxiGxX' In dem Punktepaare xA verschwindet 
sowohl Fxx als G^x^ daher verschwindet das Product in demselben von 
der zweiten Ordnung. Setzen wir aber m = x, so folgt aus der Formel 

dass die Function Hx in dem Doppelpunkte x der Curve L == von 
der dritten Ordnung verschwindet. Denn jeder der drei Factoren des 
auf der linken Seite stehenden Productes wird gleich Null, wenn 
{Xy y f z) ^== {axfhx, c ) gesetzt wird, während die drei Grössen Fa.i, 
Fydf Fxfi von Null verschiedene Werthe erhalten. Wir können also 
auch hier sagen, dass Hx ausser in den Punkten 1, 2 • • • 7 noch zwei- 
mal in dem Doppelpunkte x verschwindet. 

Bilden wir also den Quotienten zweier allgemeinen iT-Functionen, 
so erhalten wir eine rationale Function der. durch die Gleichung L = 
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verbundenen Grössen {x, y, jet), welche vom vierten (in speciellen Fällen 
vom dritten) Grade ist, da sie an vier Stellen verschwindet, und au 
eben so vielen unendlich wird. Daraus geht hervor, dass die Gleichung 

welche zwischen IT, Ä, H besteht, von der vierten Ordnung ist. Fassen 
wir diese Grössen als neue Veränderliche auf, und zwar als homogene 
Coordinaten einer Ebene, so ist M=0 eine Curve vierter Ordnung, 

und ajEf + 6-ff + cH=0 die Gleichung einer Graden, welche diese 
Curve in vier Punkten schneidet. Setzen wir für a, 6, c eins der 28 
Systeme a^; bm, Cm, so fallen die vier Schnittpimkte paarweise zu- 
sammen ; es sind also Hm = die Gleichungen der 28 Doppeltangeuten 
dieser Curve, und wir sehen, dass den 28 Punktepaaren m in dieser 
Curve die 28 Paare von Berührungspunkten der Doppeltangenten ent- 
sprechen. 

Die Gleichung M ^=0 lässt sich nun in mannichfachen Formen 
darstellen, bei denen diese Eigenschaft der 28 Graden in Evidenz tritt, 
und die in naher Beziehung zu den 6- oder (^-Relationen stehen. In 
§ 1 wurde nämlich gezeigt, dass, wenn wir die sechs Zerlegungen 
m = aby m ^^ ab' etc. eines von verschiedenen Index m in je zwei 
ungrade Indices vornehmen, zwischen je vier der sechs Producte 

<5a<fb} ^a'^b' etc. 

eine lineare homogene Gleichung besteht. Nun ist nach Formel (16) 
allgemein für jeden ungraden Index n: 

es muss also eine lineare Gleichung bestehen zwischen je vier der 
sechs Ausdrücke: 



1/Haj/H,l/Haj/H,\ yHaj/H.ymym etc. 
Hierin ist allgemein 

Hn = anH + bnS + CnE, 

H:=aJI+bntr + c,W. 

Nun ist das Werthsystem {H, H^ H) unabhängig von dem andern 

(£f', JT, jST); wir können also dem letzteren einen willkürlichen Werth 
beilegen, der nur der Gleichung 31 =0 genügen muss. Dieser Werth 
kann so gewählt werden, dass einer der vier Ausdrücke verschwindet. 
Daraus folgt, dass eine Relation bestehen muss zwischen je dreien der 
sechs Ausdrücke: 

VHaVH,, j/Ha'/nl etc. 

Daran knüpft sich noch eine andere Folgerung. Es seien a, b, c, d 
vier von einander verschiedene ungrade Indices, deren Product ab cd 
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gleich dem Iudex ist; dann ist das Pcoduct der vier Worzelgrössen 

yHai j/Hb, yScy yHd rational durch die drei Veränderlichen H, JS, Tt 
ausdrückbar, und zwar in der Form einer homogenen Function zweiter 
Ordnung. Denn setzt man ab^=my so folgt aus der Voraussetzung 
abcd =iOf dass auch crf = m ist. Es sei nun m = ef eine dritte 
Zerlegung des Index m in zwei ungrade Indices; dann ist nach dem 

eben bewiesenen Satze j/He^H/ linear darstellbar durch i/Haj/Hf, und 

}/Hcj/Wd' Erhebt man in dieser Gleichung beide Seiten ins Quadrat, 
so ergiebt sich eine lineare Relation zwischen 

HaHb, HcHa, H,H^ und yR'aVHbVHcj/lfä. 
Damit ist der eben ausgesprochene Satz bewiesen. 

Hieraus folgt z. B., dass das Product der Grossen yjSx, V£ti, 

j/Hjtfi, ySx^ gleich einer Function zweiter Ordnung von Hj H, S ist; 
und da HxHxu eine ebensolche Function ist, so erkennt man, dass 
der Quotient 

gleichfalls eine rationale Function dieser Grossen ist, die nur von den 
Verhältnissen derselben abhängt. In derselben Weise lässt sich 



F 



xX 



F 



XfA 



darstellen. Dadurch sind zwei in Bezug auf x, y^ z lineare Gleichungen 
gegeben, mit deren Hülfe sich die Verhältnisse dieser drei Grössen 

rational durch die Verhältnisse von Hy H, S ausdrücken lassen. Es 
zeigt sich also, dass die ursprüngliche Gleichung L = aus der neuen, 
Jlf = 0, ebenfalls durch rationale Transformation hervorgeht. 

Die verschiedenen linearen Gleichungen zwischen den Wurzel- 
Functiouen 

yÜal/Hö, V^aVlfö etc., 
deren jede als eine Form der Gleichung M = angesehen werden 
kann, zerfallen in drei Gruppen, je nachdem der Index m ein-, zwei- 
oder dreigliedrig ist. Für einen eingliedrigen Index, m = x, hat man, 
den sechs Zerlegungen entsprechend , folgende Gruppe von sechs 
Grössen: 

yHaj/H^.y VH^i^s;,., ySyi/Hy',, yw,ym., yn^yn;,, 

für einen zweigliedrigen, m = xA: 

y'Ha.yHax, yHi.yUßi, yw^y^^i, yH.^yWx. yn.yHi 

und für wi = xAfi :s= aßyö: 

ymr'HV^, vhxVh,,, yn^yKi, viijyj/H^s, 

j/£t^a y'Hi'i , /Hai, yiiy i . 
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Zwischen je drei Gliedern irgend einer dieser Gruppen besteht eine 
lineare Relation. Es ist leicht; zu sehen^ dass sich im Ganzen sieben 
solcher Gleichungen aufstellen lassen ; deren Form verschieden ist; 
davon gehört eine der ersten, zwei der zweiten und vier der dritten 
Gruppe an. Diese lassen sich ohne jede Schwierigkeit aufstellen, da 
sie unmittelbare Folgerungen der in § 5 entwickelten Identitäten sind, 
wenn man die beiden Formeln des § 7: 

hiiizunimmt. Aus der ersten folgt nämlich, da FniGxx = Hxx ist: 

H,HxHxx^B{Fxx)\ 
Wir haben nun die Quadratwurzeln aus den 28 Grössen H„^ zu 
bilden. Die Vorzeichen der 7 Grössen }/Hx mögen willkürlich gewählt 
sein; ^12 bestimmen wir dann so, dass die Gleichung 

(23) yS^ ]/U, l/H,.. j/H, = ii/W 
gilt, uud yjlxx so, dass 

(24) Vm VHx i/H7x = VBF.i 
ist. Dann folgt von selbst: 

Setzt man diese Ausdrücke für die Grössen F und G in die Gleichungen 
a bis g des § 5 ein, so erhält man folgendes System: 

(A) s U- iy'^-f,iy.VH'ays7A = 0', 

(B) s [{--lyy^-u/'HjryiL^^O', 

fxyafx/ti VHfyYUai — fxfiyfxaä yÜyaYH^a 

= (_ 1)- 1 ^+rf I r g,g^ yHx yW^; 
(13) (jifiiiyfiady'Hf.y'Hxx — gf.UßrUa»V~Sx i/h7^ 

(E) s k-iY'^^''yHxVWJ='0', 

(F) s j(- \yy\-9afa^.}rH~ yH^x\ = o; 

/gs fftxl yjT^x yWx — faxX VH^i'x j/H^X 

Von diesen Gleichungen giebt die erste die Form der Relationen der 



(0) 
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ersten Gruppe, die vier folgenden (B), (C), (D), (E) die der dritten, 
und die beiden letzten die der zweiten Gruppe. 

Wir bemerken noch, dass die Formel (19) auch dazu benutzt 
werden kann^ aus den Identitäten des § 5 andere abzuleiten, die 
zwischen Functionen der vierten oder fünften Ordnung bestehen. Von 
diesen ist eine bemerkenswerth, weil sie zu einer besonders einfachen 
Relation führt, die zwischen den Variabein der beiden Gleichungen 
X <» und M =0 besteht. Multiplicirt man nämlich die Gleichung 

mit HjtSiH^j und ersetzt HiHfiGxfi durch RFx^tj so ergiebt sich: 

S {(- l)^Hx^,F,J=0. 

Der Ausdruck auf der linken Seite kann dargestellt werden als 

eine lineare Function von x, y, Zj deren Coefficienten linear in H, H, M 
sind. Letztere Grössen wollen wir für den Augenblick als unabhängige 
Constanten ansehen. Setzen wir dann x ^^ Ux, y '^ bx^ e = Cx) so 
wird F^x und Fxx = 0, während (— 1)^^ ' * Fxfi gleich fxXju wird; daher 
geht die linke Seite der obigen Gleichung über in 

fxXfiHx = fxXfi {axH+ bxS + CxB). 

Es wird also für x = üxj y = bxj is = Cx der obige Ausdruck identisch 
mit folgendem: 

fxi^^ixH-^yH-^zH). 

Dasselbe muss stattfinden für a; = a^, y = bx, e = cx, und für x = a^i, 
y=,hfi^ z '^ c^i] mithin müssen beide Ausdrücke überhaupt für alle 
Werthe der Veränderlichen identisch sein. Daraus folgt: 

(26) xH+yH+ zH=0, 

§ 10. • 

Ehe wir die Theorie der beiden Gleichungen i = und M = 
verlassen, wollen wir noch eine lineare Beziehung zwischen den 
Differentialen der Grössen H aufstellen , von der wir später Gebrauch 
machen werden. 

Die Gleichung M = wurde in expliciter rationaler Form nicht 
aufgestellt. Aus ihrer Existenz aber folgt, dass zwischen den Differen- 
tialen dreier Grössen Ha, Hi, Hy ®^°® lineare Relation besteht: 

AdHa + BdH^i + CdHr= 0, 

in welcher Ä, B, C rationale Functionen der Grössen H bedeuten, 
die offenbar der Bedingung 

AH„ + BHi + CHy=0 

ScnoTTKY, AbcVsche Funct. 5 
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genügen mOssen. Mau kann zu dieser Gleichung gelangen, indem 
man irgend eine der Formen^ in denen die Gleichung üf «=» gegeben 
ist, differenzirt. Wir wählen die Form (E). Das Resultat der Diflferen- 
tiation hat dann die Gestalt 

A + B = 0, oder A = — B, 
wo 






Beide Ausdrücke formen wir um. Den ersten zunächst dadurch, dass 
wir nach Formel (24) 

j/2^ durch ^^ 
ersetzen; dadurch erhalten wir: 

oder: 

ym fmy'H^A^ yji s U- 1 y i " Fi,. dnA. 

Wenn wir auf die rechte Seite dieser Gleichung dieselbe Operation 
anwenden, welche wir am Schluss des vorigen Paragraphen ausgeführt 
haben ; so ergiebt sich: 

Für diesen DiflFerential-Ausdruck führen wir eine besondere Bezeich- 
nung ein: 

(27) xdH + ydS + zdH = A. 

Danach ist 

VKci/ÜxVK Ä=U^ j/B A. 
In dem zweiten Ausdrucke multipliciren wir jedes Glied mit dem 
Product 

yw, vsrxj/H,] yiiru vk:, vhVi = p. 

Es ist alsdann 

£^ = }/H:yH,yB~, . yH.yu.yn,, 

= BF,xFy,,r, 
mithin ist 
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Mit Hülfe der Gleichung (21) lässt sich jedes der Diflferentiale dUi^y 
dHftXi dHtcx, mithin auch die ganze rechte Seite der Gleichung, durch 
dHa, dW , dJSy ausdrücken. Wir setzen: 

S j(_ lYf*i^t\iF,f,dHxJ =- (p.dHa + (p^dH^ + <P3dfiy, 

und beschränken uns darauf, 9, zu bestimmen, da die beiden andern 
Grössen daraus durch Yertauschung des Index a mit ß, bezüglich y, 
abgeleitet werden können. Nach (21) ist 

dHx^= S \(-lY'^^gß9Yfi^X^frX,ftiy.fßyydHa\\ 

daher ist 

q>, = {-\yy^-gßgrf:iyr S \(- \y^^'f^x,fyx,fßynF,xF,J. 

Wir betrachten nun die quadratische Function 

q> (.r, y,z)= S {(- lY^^''Ox^fyx^fßrnF,xF,± 

bei deren Umformung wir von der zwischen x,yyZ bestehenden ße- 
ziehmig i = absehen. Setzen wir nun 2^";^^ = 0, so reducirt sich 
die Summe auf das erste Glied. Zugleich aber reducirt sich die zwischen 
Fjcx^ Fßx, F^x bestehende Gleichung auf folgende: 

{-ly^^'fß^aF.x + i- "iy-^fiU.xF^x^O, 
oder 

fßX,F,x = {-\y-^^fnx^FßX. 
Wir erhalten also, immer unter der Voraussetzung, dass Fx^i = ist: 

9 (^, y; ^) = (- ly^'-^^'^^fnX^fyX^fyfl.Fxi^F,,. 

Nun ist aber nach Formel (d): 

fyX^fyßxFx^F,^ — fyXiify,^Fx,uFßn = (- ly ^ ^^^^^ ^ ga9.Gar] 

mithin, da Fx^i = vorausgesetzt i^t: 

frXf.fyß.FxßF,^ = (- 1)- ' ^+'' I i^gag.Gav, 

q> {X, y, ^) = — gag^fnXfiGav' 

Diese Relation ist hergeleitet worden unter der Voraussetzung Fxfi = 0. 
Es ist aber leicht einzusehen, dass sie identisch bestehen muss. Denn 
sowohl die rechte als auch die linke Seite ist symmetrisch in Bezug auf 
die drei Indices x, A, ft. Es muss also 

9 (^» y* ^) + gagvfxXfiCrav 

theilbar sein durch die drei linearen Functionen JPji^, i^^x und Fxx 
Da dieser Ausdruck aber nur von der zweiten Ordnung ist, so folgt, 
dass er identisch Null sein muss. Setzen wir den so gefundenen Werth 
von g) {Xf y, e) ein, so folgt jetzt 

9i = — (- ^y^^^gag^igygvfxXf^fßyrGa,. 



5* 
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Daraus ergeben sich (p^ und 93 durch Vertauschung der Indices 
a, ß, y. Nun war: 

PB^R {(p^dHa + rp.dH, + q>^dHyy, 
mithin ergiebt sich: 

'-PB = ga9;i9ygrf.X^B S j(- 1)/*^ > Y/*^ v Gav^^TJ , 

FA=f,x^]/R p'm; ys' ym'i a -, 

und da -4 = — 2^ ist, so folgt: 

«./?,r l j 9a9fi9Y9ry^ 

Wir ersetzen in dieser Formel noch 

itF dH 

Gav durch jj-^, und -^-- durch d log Ha; 

dadurch ergiebt sich schliesslich: 

(28) S {(- lyr I -/>.,Fa,dlog^4 = ^^'^^^ A, 
a./*,y l J 9a9.i9y9y\Vi^r 

wo das DiflPerential A durch die Gleichung (27) definirt ist. — Aus 
dieser Formel lässt sich nun leicht eine Relation zwischen d log Ha « 
d log Hfi und d log Hy herleiten, z. B. dadurch, dass man v mit x 
vertauscht, und aus den beiden Gleichungen, die man so erhält, A 
eliminirt. Aber wir begnügen uns mit dieser einfacheren Formel, die 
für spätere Zwecke ausreicht. 

§ 11. 

Durch die bisherige Untersuchung sind die Quotienten je zweier 

ungraden definirt als algebraische Functionen zweier den Gleichungen 

dritten Ranges: L == und L' as= genügenden Werthsysteme x\y i e 

und x' \y \ z\ Nimmt man das letztere als constant an, betrachtet 

also den Quotienten — als abhängig von (a;, y, z) allein, so ist 

n 






VT^n' 



WO c eine Gonstante bedeutet. Der Quotient -jP wird an zwei Stellen 

Null, an zwei Stellen unendlich, beides von der zweiten Ordnung. Der 

Quotient -^ hat daher, obgleich er keine rationale Function ist, doch 

an jeder Stelle des Gebildes den Charakter einer solchen, und wird 
an zwei Stellen Null von der ersten Ordnung, an zwei andern ebenso 

a 
unendlich. Femer ist das Quadrat eines Quotienten '- eine rationale 
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Function, und in gleicher Weise das Product mehrerer verschiedener 



^ ^ etc., wenn nur zwischen den Indices a, b, c, d etc. die Be- 



^i, ' ^d 



dingung stattfindet, dass der aus allen zusammengesetzte gleich dem 
Index ist. Dieselben Eigenschaften zeigen diese Quotienten, wenn wir 
sie als abhängig von (x\ y\ z) auffassen. 

Es sind nun zunächst, wenn wir die Bedingung zwischen den 
Grössen Zr, durch welche die Veränderlichkeit der Argumente be- 
schränkt wird, beibehalten, zwei Aufgaben zu lösen: erstens, den Quo- 
tienten zweier graden <f, und dann: den Quotienten eines graden und 
eines ungraden, als algebraische Functionen der beiden Grössensysteme 
(Xj y, z) und (o;', y\ z) darzustellen, und deren Eigenschaften zu be- 
stimmen. Wir haben also jetzt Relationen zwischen den graden und 
ungraden <f aufzustellen. An solchen Beziehungen zwischen diesen 
64 Grössen ist ein sehr beträchtlicher Reichthum vorhanden; und wenn 
es nur darauf ankäme, überhaupt Ausdrücke für die gesuchten Grössen 
aufzustellen, so würde diese Aufgabe rasch gelöst sein. Aber die- 
jenigen Darstellungen, welche man durch directe Elimination erhält, 
lassen nicht sämmtliche wesentlichen algebraischen Eigenschaften dieser 
Grössen unmittelbar erkennen, deshalb muss die Untersuchung einen 
etwas längeren Weg einschlagen. 

Wenn man in der zwischen vier Producten ungrader Theta- 
Functionen 

Qan^avy Gy^G^^v, 9y;i9yr, Ql^iQxv 

bestehenden linearen Gleichung die Argumente vermehrt um dasjenige 
halbe Periodensystem, welches zum Index Aft gehört, so verwandelt 
sich dieselbe in eine lineare Relation zwischen 

9aA0,yyx, QiikQyaxy QyXQa;tx^ ©oö/u». 

Man erhält diese Gleichung aus der Fundamental- Formel (1), indem 
man dort 

it as3 A, l = Aftv, m = xft 

setzt. Wir erhalten dann, da X;{ ein ungrader Index ist: 

7 
0=0 

Hier verschwinden diejenigen Glieder, die den Werthen der Summations- 
buchstaben: « = 0, x, ft, 1/ entsprechen; wenn wir also mit a^ ß, y 
die von x, A, fi, v verschiedenen primitiven Indices bezeichnen, so sind 
dem Summationsbuchstaben die Werthe A, a, ß, y beizulegen. Wir er- 
halten somit: 
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Nun ist für (0, ^v, aßyv): 

K=v, L = 0, Jf=0; 
daher: 

(0, iiv, aßyv) = aßyv \ ^iv -{- [iv \ aßyv z^ l mod 2. 
Für das Zeichen (Xa, X^iva^ ^'^ß?) dagegen ist: 

K=kv, L = X, M = ka] 
und da 

X^iva I kvßy + kvßy \ Xfiva 5^. mod 2 

ist, so erhalten wir: 

(Aa, X^Lva^ kvßy) ::= Av | Aa -}" ^ I Afti/a -|- ^^ I ^^ßy- 

Für Xv \ ka können wir setzen: 1 + Aa | Ar; daher für 

Av I Aa + Aa I kvßy : l -{- ka \ ßy, 

oder: 

l+X\ßr-ha\ßy. 

Wir erhalten daher: 

{ka, kfiva^ kvßy) ^El + ^l/'y + ^l/'y + ^l k(iva. 

Nun ist 

k \ ßy -{- k \ kfiva^ k \ k^vaßy ^ k \ X, 

a\ ßy = ßy\ a; 

mithin : 

(Aa, kfiva, kvßy) =^. l -^ k \ x -{- ßy \ a mod 2. 

Wenn wir nun in die obige Gleichung die Grössen ö einführen, so 
erhalt dieselbe, nach dieser Bestimmung der Vorzeichen, folgende Form : 

Wir haben jetzt den Coefficienten 

in eine Function der unabhängigen Parameter umzuformen. Zunächst 
ist nach Gleichung (79) des ersten Theils: 

setzen wir nun 

^a x(A,^a xv^^Y x^ fiv^X 7/' 

^xXn^xlv^al 

so ist demnach: 

oder, da nach Formel (69) 
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ist: 

Weun wir in dem mit E bezeichneten Quotienten die Produete 
c'aJi) Gfiv, ci in ihre Factoren entwickeln, so heben sich alle Factoren 
des Neuners gegen solche, die im Zähler enthalten sind; es bleibt 
übrig ein Product von 16 Factoren, das sich in vier Theile zer- 
legen lässt: 

Diese vier Produete sind nach den Formeln (51) und (64) bezüg- 
lich gleich: 

Tlfi ly lxt;iyX , rla Ifilxfa^X' 

Das Product aller ist also: 

-^ *=^ *" 'a ('(i (y 'x 'xl'fthJa^vt(iyXtyaxta^x 
^ ^ ^ataftvt*iyXty axtaiix 

mithin: 

•j 9 gl a 1.1 vl(iyXiya xiafix 

Jetzt können wir die Gleichung in ihrer entwickelten Form hin- 
schreiben: 



r» 



(29) S j(- \yy I "gjaß.far 4«^ rffyXOaXOnr «} = (- ly I 'gi^gyHoOf, 

Multipliciren wir dieselbe mit 

und fahren die ueue Bezeichnung ein : 

«„ — ««i^, 

80 erhalten wir zwischen den drei Grössen o^y«, öy<rx, ^af* folgende 
lineare Gleichung: 

(30) S \{-\yr^''gJ„i,4ar.fa^rfpyXtpal<Oßy } = (- 1)^ ' «^^«^rX^r, 

in welcher für die Grössen tp und % ihre Ausdrücke durch {x, y, z), 
(a?', y\ jBf'), nämlich 

^aX = FaxFaX, Xfir = (t^vG^v 

einzusetzen sind. 
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§ 12. 

Wir wollen im Folgenden x\ y\ z als unveränderliche Grössen 
betrachten ; so dass sich <pax von Fax^ X^y ^^^ ^^nv nur um constaute 
Factoren unterscheiden. Aus der entwickelten Relation zwischen den 
Grössen o^^y«, GJyax^ cDa^ix lassen sich zwei neue Gleichungen zwischen 
denselben Grössen dadurch ableiten^ dass wir A mit ^ und v vertauschen. 

In allen drei Gleichungen sind die Coefficienten von (Oiyx, c^yaxi 
föa^x lineare homogene Functionen von rr, y, 0, und zwar verschwindet 
bei allen dreien der Coefficient von a-^yx im Punkte a, der von cOyox 
im Punkte ß^ der von Oa^x im Punkte y. Ferner steht in allen drei 
Gleichungen auf der rechten Seite eine homogene quadratische Func- 
tion, die in den vier Punkten a, ß, y, x verschwindet. Wenn wir 
diese drei Gleichungen mit willkürlichen Constanten cx^ Cf^, Cy multi- 
pliciren und addiren, so muss die resultirende Gleichung 

dieselben Eigenschaften haben. Wir können nun, da Ä eine lineare 
Function von x, y, ist, die im Punkte a verschv/indet und drei will- 
kürliche Grössen o, Cfi^ Cy enthält, diese letzteren so bestimmen, dass 
der Coefficient A identisch Null ist. Dann reducirt sich die Gleichung 
auf folgende : 

A, Bj C, J) sind durch folgende Ausdrücke gegegeben: 

^ = (- iyy\^gafaßxfay^ S \cxfaf..O ylKlFaxl 

i? = (- \)yhig^f^..,f^„, S lcxf],^rfyazF;,,F,u\, 

ü^{-i)<^\ygyfy,4'Y,i>' 6' \cxfy^rfa/>iF;xFyx\, 

D^ S U-lY^''cxg,.grG;.yG,r\. 

Hier sollen Cxy c^y Cy so bestimmt werden, dass A identisch gleich 
Null wird. Nun besteht nach Formel (a) zwischen Fax, Fa^i, Fat die 
Identität: 

S |(- iy^'\'faf.rFj=0. 

Mit dieser muss die Gleichung ^ == identisch sein ] daraus folgt, 
dass wir 

c,,^c{-iy'\^f^,yrOyxF;,yF^xy 

Cr = C(- iyf^\^t],yxf^iy,FUFa,. 

zu setzen haben. 
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Uem Factor c können wir einen beliebigen Werth beilegen. Im 
Uebrigen sind jetzt JS, C, D bestimmte Functionen von Xy y, a, deren 
Aasdruck wir vereinfachen müssen. B ist linear dargestellt durch 
F^iZj F.ift, F^iv] wegen der Relation^ die zwischen diesen Grossen be- 
steht, muss sich li auch in dieser Weise ausdrücken lassen: 

B^B,F,, + B,F^,,. 

Um nun B^ zu bestimmen, haben wir {x, y, a) -= (r/, , &, , Cy) zu setzen; 
dann wird einerseits 

andrerseits, da 

F^u in (- ly^^^'f^zr, F^, in H ^Y^^^^fAMn ^>v in 
übergeht: 

Daher ist: 

(- ly 1 ,*^ B, = (- \)y''^i>9!,f^r4!,a4;>ir s j(-i)'i<'^c,/;„,F;,j. 

Setzt mau hier ftir cx seinen Werth ein, so verwandelt sich 

SU-iyU^'cxfy„xF^n\ 
in 

cffyrF:,rS j(- \y\:<'+''^^%f4yaxF^xF;,,\ , 

oder, da 

v\ßk + iLv\X^li\k + a\ß + av\ß mod 2 
ist, in 

c{- Vf^\ff^y,Fä,SU- l)''^?+'^^%i>^fraxF^xF^^\. 
Der Formel (c) zufolge ist aber: 

SU- lY\i^+f^\%i^fyaxF^xFaJ=gng.G;r; 

daher folgt: 

oder da 

v\ßii + ya\ß + av\ß = v\(i + Y\ß 
ist: 

Den andern üoefficienten B2 erhalten wir aus diesem durch Vertauschung 
von ^ und v. Es ist also: 

B = c(- \y^i^g,ig.f{iy.Ua. S |(- ]y^^grf,iyrOxrF;,GirF^,A . 
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Der Ausdruck G entsteht aus B durch Vertauschung von ß mit y. 
Es ist daher: 

In ähnlicher Weise lässt sich D umformen. Dieser Ausdruck ist 
zunächst linear durch G^^., GyXj Gxfi dargestellt; da aber zwischen 
diesen drei Grössen ebenfalls eine lineare Relation besteht^ so muss 1) 
auch auf diese Form gebracht werden können: 

D = D,Gx, + D^Gx^. 

Hier können wir D, wiederum dadurch bestimmen, dass wir (x, y, z) 
s= {ary by, Cr) setzen; dadurch geht 

G^r in ^ -, G,x in LJ^ , Qx^ in 

über; demnach erhalten vrir: 






9r 
oder, wenn wir für cx seinen Werth einsetzen: 

Nun ist 

A I X + r I /LH/ + fir I A =^ 1 + Af* I xr + Ajc I /LI ; 
daher ist: 

Nach der Formel (f) ist aber: 

(- l)'*>'*^/./;.^y^;aö;.+ (- ly-^'gxfx^yFiaGir 
+ {-\y^^^g4n,iyFUG;,y = 0', 

daher ist 

oder, da 

i/|Ai/ + A/Li|vE^l+i;|^ ist: 

D, (- \y^f'cg,grf,iy.f:fyrFa.F:,,G;,. 

Der andere Coefficient, D.^, ergiebt sich durch Vertauschung von 
fi und V, Es ist also: 

^ = - cg.f^y.F;,, S'\{- ly'^g.f^y^FUKrGxA. 

Wir setzen nun 
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Dann erhalten wir di6 drei Coefficienten irnsrer Gleichung ausgedrückt 
durch folgende Formeln: 

- - c^gyfyay. S |(~ iy\f'gy/'(iyrfY^.Fu.O;rH,'Fyf,\ , 

D = {- lyyF^, S U- \y^i'9rffyvF;.rGi,H;axv\ ; 

oder, wenn wir für den Augenblick 

(- ly^f^g.ffly.F^rGi.H,' = ri, (- ly I ^gf.f^,y^Fa^G;,M.' = r^ 
setzen : 

-ö = ffiifpaxiffiXvFfi^Vi + f'fik^iFß^r^)j 
— C == gyfyax {fyXv-'^Yfi^x + /yA/u-^yr^2)> 

Z) = (_ iy\yFa,(Gxrr, + Gx^r^y 
Aus dieser Darstellung geht eine eigenthtimliche Relation zwischen 
diesen drei Grössen hervor. Es ist nämlich, der Formel (d) zufolge: 

g,iffiaxf]ilvG^fi — gyfyuxfyXvGyf, = (— ly^YFaxFxv. 
Wenn man nun, was nach (19) erlaubt ist: 

G^,^ durch l^j?^ , Gy,, durch 4% » 

F„, durch ^^^'-, F,. durch :?i%^'- 

ersetzt, und beachtet, dass das Product aller Grössen U^ gleich W 
ist, so erhält man folgende neue Formel: 

ff,if,iaxf;iXvSyFif^ ~ gyfy ^fy^vH^Fy^^ = ( ly ^G^ax^^». 

Hieraus folgt: 

BHy + CHi^ = (- ly^yGaxiGi.r, + Gx^r^y 
mithin ist: 

^ax 

Dadurch erhalten wir die Gleichung 

BOyax + C(Oa(ix = 7/- {^ ity + CHfi)y 

^ux • 

oder: 

ri\(Oyax fi ) = — Ol W^«x >-. |. 

\ ^ux / ^ ^ux / 

Für die beiden linearen Functionen B und — C, von denen die 
letztere aus B durch Vertauschung von ß mit y hervorgeht, wollen 
wir nun eine bleibende Bezeichnung einführen. Die ursprüngliche 
Darstellung von B war symmetrisch in Bezug auf die Indices A, ft, v, 
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die neue in Bezug auf A und y] daher wird B durch die Yertauschung 
der vier Indices y, X, ^, v unter einander nicht geändert. Ausserdem 
aber wird dieser Ausdruck auch dadurch in seinem Werthe nicht ge- 
ändert, wenn man a mit x vertauscht; dies zeigt die zweite Form, 
denn wegen der Gleichung L' = ist 

Wir können also den Ausdruck B bezeichnen durch die beiden Indices 
ß und ax. Setzen wir 

B = Mß^axi 

so ist 

daher geht unsere Gleichung über in folgende: 

,r ( "yKA „ / ^^*äx\ 

Hieraus folgt, dass der Quotient 

einen vom Index ß unabhängigen Werth haben niuss. Diese vor- 
läufig noch unbekannte Grosse bezeichnen wir durch P««. Dann er- 
halten wir: 

(31) (Oßa. - -^"^ = PanM^^a.^ 

Hier bedeutet M^^ax eine lineare Function von a?, y, e^ die im Punkte 
ß verschwindet, und die durch folgenden Ausdruck gegeben ist: 

(32) Mf,^ax=9fiffiax S {(- iy\f*g,fßy.fßXvFUri.H,'FßA . 

§/13. 

Um nun die Grossen Fax zu bestimmen ; vertauschen wir in der 
Gleichung (31) a mit ß. (o^ax bleibt dann ungeändert; es ist also 

^ax ^(ix 

oder: 

TT V Ff V 

7; ^; — -L ax-"^ri^ax — Jr^xJXLa^ßx* 

^ßx ^ax 

Zunächst formen wir die linke Seite dieser Gleichung um. Diese 
ist gleich: 

^x^ax^ßx ' 

oder, da 
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ist, gleich: 

Der Factor des Zählers 

ist oflFenbar eine lineare Function von x, y, z, die in den beiden Punkten 
{x, y, /) und (ßx, bx, Cx) verschwindet. Wenn wir also die Deter- 
minante 

X y 

(33) oi ]f z' 

Ox hx Cx I 

mit Fyi bezeichnen, so muss 

FaxF'ßx — F^ixFax = cFx 

sein, wo c eine Constante bedeutet. Um diese zu bestimmen, setzen 
wir {Xy y, z) = (a^, 6^^, c^); dann geht 

Fax in (- iy'«Y«.^x, F, in (- l)»'/*F^x, F^, in 

über; dadurch finden wir 

Es ist also 

(34) FaxF^x - FßxFI^x = (- lY^HatinFx. 

Durch diese Umformung erhalten wir folgende Gleichung: 
TM P M ('^r^'faß.F ^S 

irax-IXLß.ax — JT^xMa.ßx — ^T-q — q 

"^x ax^ (ix 

Wenn man in dieser a und ß mit einem dritten Index y vertauscht, 
so muss man zu einem System dreier Gleichungen mit den Unbekannten 
Pax, F;ix, Pyx gelangen. Vorher wollen wir die Gleichung noch da- 
durch reduciren, dass wir von dem Ausdrck M^^ax den constanten Factor 
g ffiax absondern: 

(35) Mfi^ ax= 9fifßa X M^^ ax- 

Femer setzen vdr zur Abkürzung: 

F R 

H,Gax(^ßx(^yx ^' ^ '^^ ^"'' 

Da e ein alternirendes Zeichen ist , so ist gleichzeitig: 

(— l)«l/*=(— l)«(»iy«, (— iyiy = (— l)/»j'l«f, (_l)ri»=(_i)y«l/»e. 

Demuach können wir folgende drei Gleichungen aufstellen: 

(36) 9aPrxMa,y. - gyP„.My,a. = (- l)'"'l'*e Cr^ixQ, 

ygt,P„,M,,,„^ -~ g„Pfi.M„,i,» = (- \yl>\yiGy,Q. 



i 
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Wenn wir diese der Reihe nach mit 

ffafaXfiFavi Qßfß^h-^ß^i 9^^^^^^^^ 

multiplicireii und dann addiren, so ergiebt sich, der Formel (f) des 
§ 5 zufolge, auf der rechten Seite Null; auf der linken ein Ausdruck 
von der Form: 

Hier ist 

die beiden andern Coefficienten entstehen aus diesem durch cyklische 
Vertauschung der Indices a, ß, y. Nun ist, wenn wir zur Abkürzung 
wieder die beiden Grössen r^ und r^ des vorigen § einführen: 

Daher erhalten wir: 

^=9ß9y''^\{f^YtifxHyFß^Fy^—fx^fJXyyFyf,Fß^). 

Der in die Klammer eingeschlossene Ausdruck ist, nach Formel (c), 
gleich (— l)^ly+^'''flfaflfxöax; ferner ist 

r, = (- iy\f*grftiyrF:,,Gi,H/', 
mithin ergiebt sich: 

^ = — (— ^y^^9a9?9r9n9vGI,vH^'fßYvFarGax> 

Das Zeichen ( — Vf^y können wir wieder ersetzen durch {—Vfy^^Sy 
und die Gleichung 

dividiren durch den allen Coefficienten gemeinsamen Factor 

— ^9u9{i9Y9»f9*f^irHx' 

Dann erhalten wir: 

S U^iyy\-fßy,Fa,.Ga.PaA=0. 

Setzen wir nun für den Augenblick 

so besteht zwischen diesen Grössen eine Gleichung 

deren Coefficienten nach Formel (a) der Bedingung genügen: 

c, + Cj + Ca == 0. 
Es ist also 

c^{X — Z) + c^(Y~Z) = 0. 

Wenn wir hier den Index v mit fi vertauschen, so erhalten wir eine 
zweite Relation: 
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c,'(X~Z) + c/(r-z) = o, 

und da die Determinaute der Goefficienten c, Cj' — c^c^ oflfenbar von 
Null verschieden ist, so folgt: 

Es zeigt sich also, dass das Product PaxGrax einen von den In- 
dices a, X unabhängigen Werth bat. Wir können demnach setzen: 

(37) P.x= ^ 



Die Bestimmung der 21 Grössen Pxx ist dadurch zurückgeführt auf 
die einer einzigen, von den Indices unabhängigen Grösse P. Diese wird 
nun sehr leicht dadurch bestimmt , dass wir in irgend einer der Glei- 

chungen (36), z. ß. der letzten, Fax und P^n durch ^^— yr- ersetzen. 
So ergiebt sich 

oder: 

(38) (■- l)''ifi{ffi,G^.Mfl,a.-9aG„.M„,fl,) = J^- 

Die linke Seite dieses Ausdrucks können wir in der abgekürzten 
Form schreiben: 

und da Ma^py nach (32) und (35) gegeben ist durch den Ausdruck: 

Jtf^a,^x= 5/(- iy\^grfayvfaXrF^,GirH,'FaA, 

SO erhalten wir folgende Gleichung: 

(39) S sU-iyi'-+^\fg„g,f„ryf„.xF,i,G;,F,,Gj = ^^- 

Hierdurch ist der Factor P bestimmt. 

Auf der linken Seite steht hier eine ganze Function von x, y, 
und x', y, z', die, wie die Gleichung zeigt — und wie auch leicht aus 
ihrer Zusammensetzung zu erkennen ist — von dem Index x allein 
abhängt. Diese bezeichnen wir durch Qx. Es ist also die Function 
Qx definirt durch folgende Gleichungen: 

rJffx'Qx = (- iy'H9(iGi,,M^^ax - /7«^ax34^x), 

^ ^^ Qx = 5 S/(- iy^"-^^''>^'ga9rfuryfarxFi.G;rF„,G,A. 

von denen die zweite mit der ersten gleichbedeutend ist. Ferner führen 
wir nicht den Factor P als neue Function ein, sondern den Quotienten 



1 
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T> 

p, welchen wir mit J bezeichnen. Diese Function ist dann, der 
Formel (39) zufolge, definirt durch die Formel: 

(41) J= — p , 

"* X 

und es beruhen darauf, dass der Werth dieses Quotienten unabhängig 
von dem Index x ist, wesentliche Eigenschaften der sieben kubischen 
Functionen Qj , Qj • • • Q7 . — Endlich ist der gesuchte Factor Fax ge- 
geben durch die Gleichung: 

(42) ^- = 71— 



ax 



§ 14. 

Setzen wir diesen für P^x gefundenen Ausdruck in die Formel (31) 
ein, so erhalten wir zunächst: 

Hier multipliciren wir Zähler und Nenner mit F^y und ersetzen JF^ 
durch HxHu'Qx' Dann wird 



f»>a/ix 



^ax^x^x^x 



Ferner entwickeln wir den Zälüer dieses Ausdrucks dadurch, dass wir 
für Hx'Qx den in der ersten von den Gleichungen (40) angegebenen 

Werth setzen, und g^ifitaxMß^ux für M^^^ax einfahren. Dann erhalten 
wir für die Zähler folgende Darstellung: 

+ g,iffiaxRFxM[i^axy 

oder: 

(RfßaxFx + (- lY\!^K,HxG^,xF;,x)g^M^^,y, 

-(- \Y\?H^nxG.,xF:,xg,M,:ix^ 
Nun ist nach Formel (34): 

ffiaxFx + (~ \Y\?Fß,F;,, = (- ir l.^i^^xF^x. 
Multipliciren wir diese mit R, und setzen 

HiHxG^,, für RF^x, H^H^G^^ für BJ<;., 
so folgt: 

Rfai^xF, + (- i)«i.^i7;,i/,e,,7v, == (- iy^^H,,Hji„,Fix. 

Dadurch geht der für den Zähler aufgestellte Ausdruck in fol- 
genden über: 

(- ly i.'^H.(?„x(//..i?«i^^af.,.x - g.H^F^Me,^,,). 
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Dieser Ausdruck ist durch Hxj Gax und — da die Grössen M^i^an und 
^a,ßx den Factor Ux enthalten — durch JEf^' theilbar. Wir erhalten 
also dafin dargestellt in dieser Form: 

(43) 0,,^,= ^, 

wo Qx,a/9 eine biquadratische Function ist^ die durch die beiden gleich- 
bedeutenden Formeln definirt ist: 



(44) 



Die Definition des Nenners ist durch die entsprechenden Formeln (40) 
gegeben. 

Wir müssen jetzt; nach diesen formalen Entwicklungen ; auf die 

Eigenschaften der zur Darstellung der Grössen (X)xXfi = ^---'" 

verwandten Functionen Q- genauer eingehen. . 

Qx ist eine symmetrische Function der beiden Werthsysteme {x, y, z) 
und (Xj y\ z). Dies geht so hervor. Wenn man in dem viergliedrigen 
Ausdruck (40) die beiden Indices a, ß mit ft, v vertauscht; so erhält 
man genau dasselbe ; wie dann^ wenn man die beiden veränderlichen 
Werthsysteme vertauscht. Nun ist aber Qx von dem Index x allein 
abhängig; behält also seinen Werth, wenn die übrigen Indices beliebig 
untereinander vertauscht werden. Daraus geht hervor; dass Qx auch 
dann seinen Werth nicht ändert, wenn (Xy y, z) mit (x\ y\ z) ver- 
tauscht wird. 

Nun ist GiafiH selbst eine symmetrische Function der beiden Systeme 
von Yariabeln. Denn da man in der Gleichung (30) die Indices k, 
ft; V vertauschen kann, so hat man ein System von drei Gleichungen, 
mit Hülfe dessen man Oa/^x rational durch die Grössen X, welche 
symmetrische Functionen sind, darstellen kann^). Folglich muss auch 
Qx,o/« eine synmietrische Function sein. — Die Grösse J dagegen muss 
altemirend seiU; da Fx eine alternirende Function ist. 

Betrachten wir nun diese Functionen als abhängig von {x, y, z) 
allein; so ist offenbar Qx dargestellt durch eine homogene kubische 
Form, die an allen Stellen 1, 2 • • • 7; mit Ausnahme der Stelle x 
verschwindet; Qx^afi dagegen durch eine biquadratische Form; die an 
allen sieben Stellen ohne Ausnahme verschwindet; und zwar an den 
Stellen a, ß von der zweiten; an den übrigen von der ersten Ordnung. 



*) Darch diese Elimination kommt man genau zu derselben Darstellungsform 
der Grössen m. Aber für die weiterhin wichtige Formel (41) wusste ich auf diesem 
Wege keinen Beweis anzugeben. 

ScuoTTXT, Aberioha Fonot. 6 
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Die Curve Z = wird nun von der Curve Q» *=» 0, ausser in den 
sechs von x verschiedenen Doppelpunkten ^ noch in 18 — 2 • 6 «= 6 
andern Punkten geschnitten. Aus der Gleichung (41) folgt: 

F. ~ Fl ' 
oder: 

Fx = ist die Gleichung einer Graden , welche durch den Doppel- 
punkt X und den willkürlichen Punkt x\ y, z gelegt ist. Diese schneidet 
die Curve sechster Ordnung noch in drei andern Punkten, die wir mit 
X, , Xj; X3 bezeichnen wollen. Ist nun F^ =■ 0, so muss auch die linke 
Seite dieser Gleichung verschwinden, und da offenbar weder die Linie 
Hjt = 0; noch Fx = durch die drei Punkte Xj , Xj , X3 hindurchgeht^ 
so' muss in denselben Q^ «= werden. 

Es muss aber Qx noch in drei andern Punkten verschwinden. Der 
aufgestellten Gleichung zufolge muss alsdann mit Qx zugleich einer der 
Factoren der rechten Seite Hx, Qi, Fx verschwinden. Nun verschwindet 
die Function Hx nur in den Doppelpunkten, F^ nur im Doppelpunkte x, 
dem Punkte x', y\ z (in welchem Qx offenbar einen von Null ver- 
schiedenen Werth hat) und den schon erwähnten drei Punkten Xj, Xj, X3. 
Folglich muss in den neuen drei Punkten Q^ verschwinden. Hieraus 
geht hervor, dass diese -drei Punkte, die wir durch (I), (II), (III) be- 
zeichnen wollen, allen sieben Curven Qx s= gemeinschaftlich sind*. 
Die wesentlichen Eigenschaften der Functionen Qx sind also in folgen- 
dem geometrischen Satze ausgesprochen: 

Nimmt man auf der Curve sechster Ordnung X = einen Punkt 
willkürlich an, und legt durch diesen und einen Doppelpunkt x eine 
grade Linie JPx = 0, so schneidet diese die Curve Z == in drei 
ferneren Punkten x, , Xj, X3. Legt mau nun durch diese drei Punkte 
und die von x verschiedenen Doppelpunkte eine Curve dritter Ordnung 
Q^ = 0, so trifft diese die Curve Z = wiederum in drei ferneren 
Punkten. Diese sind unabhängig davon, welchen der sieben Doppel- 
punkte X man gewählt hat, also allen sieben Curven Q^ = 0, die 
man construiren kann, nachdem der willkürliche Punkt fixirt ist, ge- 
meinsam. 

Die Nullpunkte der Function Qx sind also folgende: Erstens die 
sechs von x verschiedenen Doppelpunkte; zweitens die Punkte Xp x^, X3, 
in denen Fx verschwindet; drittens die von dem Lidex x unabhängigen 
Punkte (I), (II), (III). Es lässt sich nun zeigen, dass in den drei 
Punkten x^, Xj, X3 nicht nur der Nenner, sondern auch der Zähler 
des für Oxa/^ aufgestellten Ausdrucks verschwindet. In diesen Punkten 
ist nämlich 

Q, = 0, Fx^O. 
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Die letztere Bedingung lässt sich, der Formel (34) zufolge, so schreiben: 

oder: 

F^^pF^,, Fii.^pF^,, 

Setzt man dies in die erste der Gleichungen (44) ein, so erhält man: 

^;Qx,«,. = (- lY^(^p{g^HaF^,,M^^,, - g^H^F.Ji^^^;), 
oder, wenn man diese Gleichung mit jB multipHcirt und RF^^ durch 
HßHjtG^Hf BF an durch HaH^G^ax ersetzt: 

Dies ist aber zufolge (40) gleich 

pHaH^H.Q,. 

Da nun Q« «» ist, so muss auch Qn,a{i = sein. Die Function 
vierter Ordnung Slx^a^i hat im Ganzen 4 . 6 = 24 Nullpunkte, und zwar 
verschwindet sie an fünf Doppelpunkten von der ersten, an den beiden 
übrigen von der zweiten Ordnung. Danach bleiben noch sechs Null- 
punkte übrig; von diesen sind drei bekannt, nämlich Xj, Xj, X3; ausser- 
dem müssen noch drei existiren. 

Bilden wir jetzt den Quotienten der beiden Grössen 

'*'"'** V~ ' 

SO erhalten wir: 

Dies ist der Quotient zweier homogenen Functionen vierter Ordnung 
von Xj y, Zj also eine rationale Function der Verhältnisse dieser Grössen. 
Der Nenner verschwindet hier in den Punkten a, ß, y, X, ^, v, und 
zwar in den Punkten a, ß von der zweiten Ordnung; femer in dem 
Punktepaare (aß) und den sechs Punkten x,, Xj, X3; I, II, III. Der 
Zähler dagegen verschwindet in den Doppelpunkten a, /), /, A, ft, 1/, x, 
und zwar ebenfalls in den Punkten a, ß von der zweiten Ordnung; 
ausserdem in den drei Punkten Xj, x.^, X3 und in drei ferneren Punkten. 
Der Quotient wird daher nur in fünf Punkten unendlich, und zwar 
nur von der ersten Ordnung; nämlich in den Punkten I^ II, III und 
dem Punktepaare aß] und er verschwindet in dem Doppelpunkte x und 
drei andern Punkten. 

Nim hat der Quotient — ^ für sich die Eigenschaft, dass er nur un- 

endlich wird in dem Punktepaare (aß) und nur verschwindet in dem 
Doppelpunkte x; wenn wir also die Formel durch diesen Quotienten 

dividiren, so erkennen wir, dass der Quotient -^^ folgende Eigen- 

Schäften hat: 

6* 



Durch diese beiden Bedingungen ist der Quotient -^ bis auf 
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Erstens. Er ist eine irrationale Function der Verhältnisse von 
x,yyjs, die sich aber an jeder Stelle verhält wie eine rationale, und 
nur an drei Stellen; nämlich den Punkten I, 11, UI, von der ersten 
Ordnung unendlich wird, und an eben so vielen verschwindet. 

Zweitens. Das Product dieses Quotienten mit 

ist eine rationale Function. 

einen von {x, y, z) unabhängigen Factor, oder, wenn wir hinzunehmen, 
dass der Ausdruck in Bezug auf beide Werthsysteme symmetrisch ge- 
bildet sein muss, bis auf einen constanten Factor bestimmt. Wir 
wollen, um die Art der Irrationalität der a-Quotienten kurz bezeichnen 
zu können, einen besonderen Begriff einführen. Es sei m irgend ein 
von verschiedener Index, und m = ab irgend eine der sechs Zer- 
legungen desselben in zwei ungrade Indices. Wir nennen dann den 

Quotienten ^—^ einen zum Index m gehörigen irrationalen Factor, und 

bezeichnen einen solchen allgemein durch rj„i. Ferner sagen wir: eine 
Function der Verhältnisse von x, ?/, z sei mit dem irrationalen Factor 
rjm behaftet, wenn sie sich darstellen lässt als das Product von rjtn in 
eine rationale Function. Bei dieser Fassung des Begriffs der behafteten 
Functionen ist es offenbar gleichgültig, welchen von den verschiedenen 

t/h 
Quotienten ^— ^ , bei denen ah = m ist, man für iy„, nimmt, da nach 

§ 9 das Product und der Quotient zweier verschiedener dieser Grössen 
eine rationale Function ist. Ferner gilt für diese Functionen offenbar 
der Satz: 

Das Product zweier Functionen, von denen die eine mit dem 
Factor rj^y die andere mit dem Factor rjn behaftet ist, ist eine mit 
dem Factor i^,„„ behaftete Function. Hierbei ist unter dem Factor 1]^ 
1 zu verstehen, also unter einer mit dem Factor rj^ behafteten eine 
rationale Function. 

Wir können jetzt sagen: Der Quotient — ^^ ist eine mit dem 

Factor rjftifx behaftete Function von Xy y, js, die nur an den Stellen 
I, 11, III, und zwar von der ersten Ordnung verschwindet. Diese drei 
Stellen sind definirt als die gemeinsamen Nullpunkte der sieben 
Functionen Qx. 
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§ 15. 
Es bleibt jetzt noch der Quotient einer graden und einer un- 
graden ^-Function zu bestimmen, und zwar genügt es nach dem Vorher- 
gegangenen, einen einzigen dieser Quotienten ^ z. B. ^^, zu kennen. 
Wir wissen; dass eine lineare Gleichung besteht zwischen den Producten : 

^aX^aH} ^(ik^-ifu ^y^^Yf^) ^xlO^fx. 

Vermehrt man in dieser Gleichung die Argumente um dasjenige halbe 
Periodensystem; welches zu dem Index x gehört; so erhält man eine 
lineare Gleichung zwischen 

(faxX^uXfty <f^ixl^ftx^,, <^yxa<^yx/i Uud 0x0^^. 



xX 



Dividirt man diese durch 0q^, so ist -^^ eine mit dem Factor rjaxi^ 



^axfi 



eine mit dem Factor riuxu behaftete Function; beide werden nur 

unendlich an den Stellen I; II; III; und zwar von der ersten Ordnung. 
Das Product beider ist also eine mit dem Factor riif^ behaftete Function, 
welche nur an diesen drei Stellen; und zwar von der zweiten Ordnung 
unendlich wird. Dasselbe gilt von den beiden folgenden Gliedern. 



Nun wird durch die aufgestellte Gleichung - ,'' dargestellt durch ein 



In 



^1% 



lineares Aggregat dieser drei Grossen ; also erhalten wir — ^ dargestellt 

durch eine mit dem Factor r^Xfi behaftete Function ^^^, die nur an 
den Stellen I, II, III, und zwar von der zweiten Ordnung unendlich wird. 
Da die Function Qx^i mit dem Factor rjif, behaftet ist, so muss 
das Product 

% ^^^ = yn^ yw; ^^^ 

eine rationale Function sein. Diese könnte, ausser den Stellen I, II, III, 
nur im Doppelpunkte ^ unendlich werden. Da aber Qxfi ^ -^^, 

- Qxßi also gleich — ^ und mithin von dem Index ft unabhängig ist, 

SO kann dieser Ausdruck im Punkte ft nicht unendlich werden. Daraus 
folgt, dass in diesem Doppelpunkte die Function Qxf^ verschwinden muss. 
Ebenso folgt, dass im Doppelpunkte A der Werth von Qxf, gleich Null 

ist. — Da nun die Function -^ = Qx,, eine mit dem Factor rjXf, be- 

haftete Function ist, welche in den Doppelpunkten A, ft verschwindet 
und nur an den Stellen I, II, III unendlich wird, so muss das Product 

— Qxfi = — j- eine rationale Function sein, die an den Stellen I; II, III 



^M ^ü 
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von der zweiten Ordnung unendlich wird^ und im Doppelpunkte X 
von der zweiten Ordnung verschwindet. Hierdurch ist dieser Quotient 
bis auf einen von x,y,z unabhängigen Factor bestimmt; denn wenn 
zwei Ausdrücke existirten^ welche diese Eigenschaften besitzen , so 
wäre ihr Quotient eine rationale Function von nicht höherem als dem 
zweiten Grade, und man weiss, dass eine solche Function nicht exi- 
stiren kann. 

Es ist nun leicht, eine Function zu bilden ; welche diese Eigen- 
schaften wirklich besitzt. Bilden wir nämlich zunächst den Quotienten 

welcher im Zähler und Nenner von der dritten Dimension ist^ so 
werden Zähler und Nenner gleichzeitig Null an den fünf von a und X 
verschiedenen Doppelpunkten, und an den Punkten A, , Aj^ A^, in 
welchen Fx und Q;i verschwinden. Der Quotient ist daher eine ratio- 
nale Function fünften Grades, welche unendlich wird an den Stellen 
I, II, III imd dem Doppelpunkte a, und welche verschwindet im 
Punkte X, y\ z und im Doppelpunkte k (wo Fx^^O ist), und ausser- 
dem in dem Punktepaare «A (wo Gax = ist). Multipliciren wir diese 

i/S" 
Function jetzt mit dem irrationalen Factor r^i = . — , so fallen von 

den Nullpunkten des Nenners der Doppelpunkt et, von denen des Zählers 
das Punktepaar aX fort, und wir erhalten eine mit dem Factor fix be- 
haftete Function 

welche nur in den Punkten I, II, III, und zwar von der ersten Ordnung, 
unendlich wird, und welche verschwindet in dem Doppelpunkte A und 
dem Punkte x, y, z\ Das Quadrat dieser Function muss nun bis auf einen 



"^i^ . „^ . , .. <^ 



i 



von Ä, y, z unabhängigen Factor mit — ^ , sie selbst also mit — über- 
einstimmen. Wir erhalten demnach 

^ ^FxG^xVK 

wo c einen von xyz unabhängigen Factor bedeutet. Offenbar muss 

der Ausdruck von in Bezug auf (x, y\ /) in derselben Weise ge- 
bildet sein; wir können deshalb setzen: 
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wo jetzt k eine von x, y^ z und x\ y\ z unabhängige Constante be- 
deutet. Nun ist 





^al^aX 


-- yR^,yw^, -«.' 


mithin: 




''X 1 ^X taX^'a 


Ferner ist 








r^^ — 


'''«S daher '^''^ "; 

«'a ^X ' ^aX "^X ' 


daher: 




^X 1 ^\ » 


oder: 







Es ist aber: 

TJTöx'^SxHx, HxHxQx^JFx] 
folglich: 

(45) tf« = |f- 

Aus dieser Formel geht hervor, dass die Constante h auch von 
den Indices unabhängig ist. 

Wir wollen der Gleichung , welche — bestimmt, noch eine andere 

Form geben. Aus (25) geht nämlich hervor, dass 

ist. Mithin erhalten wir: 

^x 1 ^x VbVR 



(46) 



^^0 * ^x yn^yB; 



§ 16. 

Wir haben im Vorhergehenden gesehen, dass die blosse Kenntniss 
von der Existenz einer bestimmten Art von (^-Gleichungen genügt, um 
den Quotienten einer graden und einer ungraden (^-Function bis auf 
einen constanten Factor k zu bestimmen. Soll aber der Werth dieses 
Factors angegeben werden, so muss diese, oder eine äquivalente Glei- 
chung, wirklich aufgestellt, und mit ihr die nothwendigen Reductionen 
vorgenommen werden. Es ist von vornherein einzusehen, dass auf 
diese Weise nicht h selbst, sondern nur das Quadrat dieser Grösse be- 
stimmt werden kann, so dass das Vorzeichen von k unbestimmt bleibt. 
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Diese Unbestimiptheit liegt in der Natnr der Sache; denn da Fi eine 
altemirende; Q^ dagegen eine symmetrische Function der beiden Werth- 
Systeme {x, y^ z) und {x\ y\ /) ist^ so zeigt die Formel (46), dass auch 

— eine alternirende Function dieser beiden Werihsysteme (und der zu 

ihnen gehörigen Wurzelgrossen) ist. Deshalb wird, je nachdem wir 
das eine oder das andere Werthsystem bevorzugen, auch das Vorzeichen 
von k den einen oder den anderen Werth erhalten. Wir wollen die 
zur Bestimmung von Tc^ nothwendige Rechnung nur in ihren Grund- 
zügen angeben ; da diese Untersuchung fär das weiterhin Folgende, 
ohne Einfluss ist. 

Wir erhalten aus der Fundamental-Gleichung (1); dadurch, dass 
wir Je = xSj l = Aftd, w = ftd setzen^ folgende Theta-Relation: 

S |(- lyr^^^C.y^Cai^eiiyneaiJ = (— 1)^ ' * CoCxA^öx/* Si. 

Daraus folgt, wenn wir die Grossen 6 einführen und die C!oeffi- 
cienten umformen: 

WO der Kürze -wegen : 

(A) k, für 'I j 

gesetzt ist. Hieraus folgt: 

Wenn wir diese Formel mit Q«^ multipliciren , so erhalten wir: 
(ß) S {(-l)'*''l«'/>yi/«*iQx,/>rQ»,a*{ 

Wir haben nun in dem Ausdruck auf der linken Seite, den wir mit 
Q bezeichnen wollen, für die Grössen Q ihre Werthe nach Formel (44) : 

einzusetzen. Da die Grössen M lineare Functionen von Xy y, z sind, 
so nimmt hierdurch die Summe folgende Form au: 

Q = QafiHaH^ + QayH^Hy + QaSH.M^ + QtiyS^iHy 

oder kürzer: 

(C) «= Ä \Q„fH„Ht,\, 
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wo die Coefficienten Qa(i quadratische Functionen yon*r, y, z sind^ die 
zunächst durch folgende Gleichung definirt werden: 

Die lineare Function ilfy.^x ist nach § 13 durch folgende Formel 
definirt: 

Wir führen nun zur Abkürzung^ indem wir die Indices x, A, fi als fest; 
et, ßj yj 8 dagegen als unter einander yertauschbar annehmen; folgende 
Bezeichnungen ein: 



'ayX 'ay/i 



Alsdann ist: 



fayX tayu idyX 'dvu "■ 



daher: 

'afiXyayfi^oM^fin \ 

+ (- 1)^" ^^^ffiYhf^'dn {PßY-Pyd) (Pai- Prd)} • 

Der Ausdruck in der Klammer lässt sich mit Hülfe der Parameter- 
gleichung 

umformen in folgenden: 

(_l)-/»lr»r_ S \{-iy^^'"Ur,fai,PfyPai\ 
L «,/J»y ' ' 

Nun ist, wenn wir für die Grössen p ihre Werthe wieder einführen, 

cS U-iyy^'^^fi.YMfaö^PfivPaö] 
a,/».y ^ ' 

' 9aff(iffYffsCraxG^tcGYii ^Jx S ( (- l)'^r I ""^ fY^^lfftdxfafixfYdxFfiYFaöFßYFaA 

«/*,y ^ ' 

Dies ist aber, der Formel (7, B) des § 4 zufolge: 
Femer ist: 
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c S U-\y^\'"ffr>'Ui,.{Pßr+P»i)\ 

= C S j (_ lyr 1 «rf £ly- g,g G;,GUa */. F^i] . 

Diese lineare Fanction von x, y, z, welche in Bezug auf die Indices 
a, ß, y, 8 symmetrisch ist, bezeichnen wir durch F {x, y, e). Endlich 
ist, da wir 

Fr, durch ^^ 
ersetzen können: 

Dadurch erhalten wir Qaß in folgender Form dargestellt: 
Qa, (- 1)«/» I >" ^^-f^-^^*."- H;,Hi.g,'g^^x^>' 

Bilden wir jetzt die Summe ^= £ (Qa^H^Hfi), so ergiebt sich: 
Q 9^Wx-^S^{^, y. ^) + ^—-^^^F{x,y, z) G {x,y,z), 



wo: 



F{x,y,z) = c S \(-iyy''"^^gagöGa.Gs.faS^F:^6\y 



G {X, y,z)= S {(- \Y(*\y^9y9,F;nFLfy6^Gys -/^ \ , 

ist. Alle drei Ausdrücke sind sechsgliedrige Summen ^ und zwar aus 
einem Gliede symmetrisch gebildet durch « Vertauschung der Indices 
a, j8, y, d. Die beiden ersten lassen sich auf bekannte Functionen 
zurückführen; nämlich 






"^H 



Die Richtigkeit dieser Umformungen wird am einfachsten dadurch 
erkannt; dass man die Ideiiiitilt für eine genügende Anzahl specieller 
Werthsysteme nachweist. — Dies angenommen, wird der Ausdruck 
von Q folgender: 
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Q P.V.' Xn. E ix. y, .) + ^^f0^ M^ iM^,,y. 

Nun können wir 

F,^ durch 5l^^, 

—^^— durch g., 

GnfiGnfi durch Xx^* 
ersetzen. Dann'^ergiebt sich: 

« - i^.i^.z-. (- ^ (*, y, ^) + ^f^l 

Es ist jetzt das Quadrat der linearen Function 

ZU bilden. Haben wir irgend eine im Punkte A verschwindende lineare 
Function von x, y, Zj welche auf die Form aFai + hFßx gebracht ist, 

so lässt sich ihr Quadrat in der Form AFl^^ + B-F^\ + CF^j^ dar- 
stellen. Da 

s \{-\yy\-fßyxFax\^o 

ist, so ist 

daher muss 

2ah = —2 (— 1)«/* \y^^-\ffi^i C 

sein. Demgemäss muss, wenn wir den Ausdruck (3f;i,«^)^ auf die 
Form AFl^ + BJ^^j^ + CF*^ bringen, der Coefficient von F^j^ 

C= (- lyi^^ygagiiftfixfaöxffiöxFa.F^^GinGfl.iE^Y 
sein. Demnach erhalten wir 



yy 1^ xr 

Nun ist Fy ;i = ^ jB ~ • Setzen wir dies ein, so erhalteu wir den 
Quotienten 



0-4^;^; = ^' ("' ^' ^^ 



dargestellt in der Form einer Function zweiter Ordnung der Grössen 
H, H, H: 

U'(x.,y,z)= a U-iff^y 0a9ft„,,xK^ *V,. «ox Gj» ".' jj^jj,^ 1 . 

a,fi,Y y 'Yal'YliXtY^X^fi ' 
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Um die Form dieser Function mit der von H{x^yyZ) in Ueberein- 
stimmung zu bringen, drücken wir Hyi als lin.eare Function von Hs^ 
Ha, Hfi, Hax als Function von Hs, H^, Hy, H^ix durch Hf^Hyt Sa 
aus. Dann nimmt H' {x,y, is) diese Form an: 

H'{x,y,B)= S (haf^HaU), 

WO der sechsgliedrige Summen- Ausdruck auf der rechten Seite noth- 
wendig in Bezug auf die Indices a, ß, y, d symmetrisch gebildet sein 
muss. Nun kann das Glied hydHyü^ nur aus HyHyx hervorgehen; 
und zwar muss der Goefficient hy^ gleich dem Producte des Coefficienten 
von HyHyx in H' {x,y, s) mit dem Coefficienten q in der linearen 
Function HyX'^ c^ Hd -{- c^ Ha + c^ H^ sein. Es ist aber nach (21) 
dieser Coefficient 

daher ist 

Mithin erhalten wir: 

Q = yla'f.Xn,. (5' (x, y,J5) — H (X, y, z))y 

H' {x, y, z) 

a.M^^ \ faßX^f^ J ' 

Wenn wir nun die Differenz bilden, so ist 

f W V T1 ' M ' TT ' 

LlllZltzlt^* ^ f j F' FI — Y ^» (f . w: (^' ^f. jr: n' ^ 

da KF;^ = H;h;g;^, RF;^ = H;HuG;x ist. Nach Formel (9) 
des § 5 ist aber 

TT ' TT ' H ^ U 'IT ' 

--^^- (fy^^^df^ G-yti — fydia ^Vx Gryx) = (— l)** ' ^9a9fl9yfaßX ■^^^-* * 

Folglich erhalten wir: 

H' (x,y,z) — H{x,y,z) 
«tiOl! s \{-l)-fi\y^gag^glg]gxfy6xfys^G;Mi.HyH/H;HaHA 

oder, wenn wir 

GyxGdx durch 

ersetzen : 

H' {x,y,z) - H{x,y,z) 

9^ 



"** -^ yx^ dx 



(- ^y^'rr^-' *\|(- ^Y^'''9y9öfy6xryö,F;,Fi,HaHA 
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Den Summen-Ausdruck, welcher hier als Factor der rechten Seite der 
Gleichung auftritt, betrachten wir als abhängig von x\y\z' und be- 
zeichnen ihn durch ^> {x\ y\ z). Diese Grösse ist dann eine quadra- 
tische Function, die im Punkte x von der zweiten Ordnung verschwindet. 
Setzen wir {x^ y\ z') = {aa,h , c«) , so reducirt sich die Summe auf 
folgende : 

q> {Ua, ba, Ca) = H^ S ((^ 1>» I ^^ grgdtrnfyd t^fyuafd^aHßX . 

Dies ist aber, der Gleichung (21) zufolge, nichts anderes als HaHax, 
und da 



Jlnllait = 



a-^^ax 



IL 



ist, so ergiebt sich: 



^^'ax 



9 i/^ay K, Ca) = —jg 



Nun ist 



X y z 

(— ir"'i^«x= da ba Ca 

! a, 6, c. 



F^ = 



X y z 
X' y / 

«x &jf Cx 



es ist also ( — 1)"'*-Fa« der Werth, den die Function F^ annimmt, 
wenn (;/', y, z) = {aa, ba, Ca) gesetzt wird. Daraus folgt; dass im 
Punkte a 



^ {^'7 y'y O 



BFl 



ist. Diese Gleichung muss nun identisch, für alle Werthe von (x, y\ z') 
gelten. Denn da sie besteht für den Punkt a, so muss sie, der Sym- 
metrie wegen, auch für die Punkte /J, y, S gelten; ferner wird sowohl 

9) (x^ y'y z\ als auch Fl im Punkte x von der zweiten Ordnung Null; 
und da beide Seiten dieser Gleichung homogene quadratische Functionen 
von x\ %fj z sind, so muss sie eine Identität sein. Wir erhalten also: 

W (X, y,z)-E{x, y, ;») = (- 1)- 1 '' ^^^^' 
und somit: 



9.9,.JixH^' 



Q = {-\Y\^99ny^% 



RR Fl 



«'* E^HJ 



«**jf 



Hiermit ist die Reduction der linken Seite der Gleichung (B) vollendet, 
und es ergiebt sich der Werth des Verhältnisses: 

Daraus folgt, nach (A): 

*i — m.. 

Co* f* 



(47) 
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§ 17. 

Es bleibt nun noch übrig, die Argumente ti, u\ u selbst als 
Functionen der beiden Werthsysterae (a;, y, z) und {Xj y\ e') darzu- 
stellen. Dadurch wird dann auch, mittelbar, die Beziehung festgestellt, 
in welche die Argumente zu einander durch die im § 5 willkürlich 
angenommene Uleichung zwischen den Grössen L gesetzt sind. Wir 
gehen von einer DiiFerentialgleichung aus , die wir aus dem Additions- 
theorem ableiten. 

Wir setzen in dem allgemeinen Additionstheorem (Gleichung (39) 
des ersten Theils) die Grössen v und u? einander gleich, und führen 
das Doppelte dieser Grossen ein, also 

V =^w = ^a, V =-w = \a, v" = m?" == ^n"; 

femer ersetzen wir 

u durch w + ^a, w' durch u + ^a', w" durch u" + ^a". 

Dann geht diese Gleichung über in folgende: 

Coe(a • • ')kiQ{u + a • • •)*mö(w • • •)«« 

7 

Jetzt geben wir den Indices k, ly m bestimmte Werthe, nämlich 
Ic den Werth 0, l den Werth x und m den Werth xAfi, Dann folgt: 

CoQ(a • • -)hQ{u + a • • -)Hk^Q(u • • •)i^ 

7 
= 

In dieser Summe verschwinden diejenigen Glieder, die den Indices ««»x, 
A, fi entsprechen. Für a = wird 

(a, xa, xAfi«) = (0, x, xAfi) i^ mod 2. 

Verstehen wir dagegen unter a, /3, y, d die vier von x, A, fi verschie- 
denen primitiven Indices, so ist 

(a, xa, xkiia) =» {xkfißydy xa, xkfia) 

EU xa I a -j- « I x« + a I xkfia] 

und dies ist "^ a | xA/t, oder, was dasselbe ist, -S2 ßyd \ a. Demnach 
ergiebt sich: 

Co0(a--.)x9(M-f-a---)«;i/*6(M---)i/*— Cxi^e(a---);i^e(u4-a-)o9(w-)» 

= s /(— i)/*y^i«9yde(a.--)a^;.e(wH-a...)ae(w.-0axV 

Wenn wir in diese Gleichung für die Grossen a, a\ a'' die Differen- 
tiale der Argumente : du, du', du einsetzen, so erhalten wir folgende 
Differentialgleichung : 
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CQQif^QxXfidUx — CnZfiQxOoduzf, 

In dieser Formel \vollen wir die Theta-FuDctioDen diirch die ent- 
sprechenden 6, und ebenso die Anfangsglieder ux^ und Ux der Func- 
tionen 0^^ und 9x ersetzen durch IxfiVXii und ZxV«, wo vxfi und Vx die 
im ersten Theil eingeführten Anfaugsglieder der entsprechenden cr-Func- 
tionen sind. Dadurch nimmt die aufgestellte Gleichung folgende 
Form an: 

Der Nenner des Ausdrucks 

^xXfih/iK 
ist, da nach Gleichung (68) und (79) des ersten Theils 

_^^xX^xfi^Xf4 



hu = 



f9x9i^_ 

'^fh^^^x^ 
ist; gleich: 



und dies ist, der Gleichung (69) zufolge: 

'r'^l'feJ.Xf. * 
Der Zähler dagegen ist schon in § 2 umgestaltet und hat dort 
folgende Form erhalten: 

Wenn wir also den Quotienten bilden, so erhalten wir folgendes: 

^9^^^9xfYdJdj»f^uXfi ^ 
P9x9^~ 

Nun ist nach (71) und (72): 



daher: 



g^ ^ flr* ' 






Demnach erbalten wir: 



Vll/fi a,il,y,i\ } 
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Ox^X^Üxki, = ^^^^ WxA^ = ^ Xlf^Gi^Xf,, 



2rf ^0 






Multiplicireu wir diese Gleichung mit ö^y so wird 

'^x^aMClöa = <Pa*d log CT«. 

Nun ist aber, da ty^«* = ^a ist, 

2(? log (^a + d log ty oEss (i log ^„ ; 

folglich 

a^Öanäöa = i^aj»<i log ^a — ^<Paxd log tS". 

Setzen wir dies in die Gleichung ein, so fallt der mit dlog'Sf multi- 
plicirte Ausdruck fort, da nach § 2: 

ist, und wir erhalten: 

(48) -^ ix^^tojcx^dvu — Pudvx^) 

~ ^9x9f, 

Diese Formel wird zur Darstellung der Differentiale dv^ und dvx,i 
fahren. Wir denken uns für die Grössen % x^ i^^ o ihre Ausdrücke 
durch (x, y, e) und {x\ y', g') eingesetzt. Unter dieser Voraussetzung 
transformiren wir zunächst die Summe 

S= S U-iyy^^''fyinfö,ixf,irxfPaHd\0gll;a\- 

Da ^« a» Sa Ha, mithin 

d log ta = d log jff« + d log ifa' 

ist, so zerfällt die Summe S in zwei Theile 

S = S, + ^2 , 
von denen 

ist, während S^ aus /Sj durch Yertauschnng von (a:, y, jbt) mit (a;', y', jer') 
hervorgeht Der Ausdruck S^ ist nun in Bezug auf x, y, z eine lineare 
Function, die im Punkte x verschwindet. Es ist femer diese lineare 
Function symmetrisch in Bezug auf die vier Indices a, ß, y^ d. Unter- 
suchen wir jetzt, welchen Werth S^ in einem dieser Punkte, z. B. in 
d, annimmt. Alsdann ist F^x = 0; Fan geht über in (— l)*'l"*/>ax; 
daher 

(_ lyrdlaF,, in (- l)''in~ l)''^'«/iax. 
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Somit erkennen wir, dass der Werth von S^ im Punkte S durch fol- 
genden Ausdrack gegeben ist: 

Nun lehrt aber die Formel (28) ^ dass der hier auftretende Summen- 
ausdruck ersetzt werden kann durch folgendes Product: 



Vergleichen wir hiermit den Werth, welchen die — im Punkte x 

gleichfalls verschwindende — lineare Function ■3fx,i/t im Punkte 8 an- 
nimmt. Diese ist, nach (32), durch folgenden Ausdruck gegeben: 

sie nimmt also, wenn wir {x^ y, s!):=^{a^, hßy Cd) setzen, wodurch 
F^^ s= wird; den Werth an: 

Für FixGif^H^ können wir setzen: j/H/VS^y^diV^' Die 
Werthe der beiden linearen Functionen S, und Mx^x^i im Punkte d 
sind demnach folgende: 

und 



(- ly^^fSanfSßnföy.gS V^^ V H^Y HhVHi^. 

Beide Ausdrücke unterscheiden sich von einander nur durch den Factor 

9a9ßgy9i9nV^'l}^(yief ' 

der auf die Form 

9i9^B,'Gi^A' 
9^ 

gebracht werden kann, und sich nicht ändert, wenn a mit ß, y oder 
8 vertauscht wird. Mithin gilt für alle vier Punkte a, /},}/, ^ die 
Gleichimg : 

und da dies eine lineare Gleichung in (a:, y, ;sr) ist; so muss sie für 
alle Werthe dieser Grössen bestehen. Hiermit ist also bewiesen; dass 

sich die Function S^ von Jfx.a^ nur um einen von x^ y, z unabhängigen 
Factor unterscheidet. 

SCHOTTKT, AbePsch« Fonot. 7 
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Nun steht aber die Function Mn^Xfi (wie aus (31) und (42) her- 
vorgeht), mit der Grösse (Ojei/i in folgendem Zusammenhange: 



es ist also: 



^H^i/l n ^ Tut 

gxfulfiM^^Xft, = -g (GrZfiCJxXft — H^Fx^). 



Daraus folgt: 

£»2 erhalten wir hieraus^ indem wir (a?, y, ss) mit {x\ y', /) vertauschen. 
Die altemirende Function J verwandelt sich dabei in — J. Es 
ist also: 

— 9x 9u *^^ 

Nun ist nach der Gleichung (48): 

XXM(^xX^dv^ — txdvx^ = 2^_^y^ c,' 

Wenn man hier für S^ und /S, die gefundenen Werthe einsetzt, so er- 
hält man: 

XXfiCDxx^dvx — txdvx^ = — Ag^>,^^ (x^f^m^x^Sx — i^x^i/i) 

+ ;^^Ä^cr^ (XiM^^x.Hx — txHxf.). 
Dieser Gleichung können wir folgende Form geben: 

Xx.^xx^ [dv. - j^^-^ A + -^^,,-^ A ) 

= tx [dvx, -^ ^-^,^-^- A + ^-ß^.,-'- A j . 

Hier ist nun leicht zu sehen, dass die mit Xx^id^x^t und ^x multipli- 
cirten Ausdrücke gleich Null sein müssen. Denn es ist allgemein 

dvm = Omdu + bmdu -f Crndu", 

Dadurch nimmt auch der Ausdruck 

die Form 

an, wo ^y ^', <&' von dem Index m unabhängige Grössen bedeuten. 
Führt man für den Augenblick diese Grössen ^m ein, so ergiebt die 
aufgestellte Gleichung: 
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Diese Formel kann nur dadurch bestehen ; dass allgemein ^x und 
^ifi gleich Null ist. Am klarsten wird dies erkannt^ wenn wir die am 
Anfange des vorigen Paragraphen aufgestellte Gleichung 

S |(- iyr\-^fflyxfaöx(Oßyx(o„eA =(-ir^''9.9^K'^XM^ 

ZU Hülfe nehmen. Angenommen nämlich, dass die Grossen d'm von 
Null verschieden wären, so wäre 

also 
mithin 

Die drei Producte 

ß>/Jyxöo(f«; <Oyoj<ö/Jdjf; ^aßn^ydn 

wären demnach einander gleich; und da die Summe der Coefficienten 
des Ausdrucks auf der linken Seite gleich Null ist; so würde sich 
ergeben: 

was unmöglich ist. Es zeigt sich also^ dass wir allgemein %„^ = zu 
setzen haben. Hiermit ist die Darstellung der Differentiale gefunden^ 
nämlich: 

d^ =i:^'^A **^"^- A' 

Diese Darstellung ist jetzt dadurch zu vereinfachen , dass fQr cr^ der- 
jenige Werth gesetzt wird, der sich in § 15, Gleichung (45) ergab. 

Es war dort ^^ = -^ . Nun folgt aus den Gleichungen ; 

dass 

ist. Ersetzen wir diese Grössen durch ihre Ausdrücke in, Xj y^ e^ 
Xy \/y z\ so folgt: 

und da 

HxHxGxX'=' R Fux , HJHx G'nx = FU 
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ist; so erhalteu wir: 



• ~b:w ' 



Setzt man dies in den Ausdruck von cr^ ein, so wird cr^ a=s 
daher: 

Nun ist _ 

daher erhalten wir die Differentiale der Argumente durch folgende 
Formeln ausgedrückt: 

1 /Sa 



Die Integrale 



^^ — 2kg\^B " R' )' 
, ,. . 1 /Sa S'A'\ 

^^ ^irgK-w-w-y 

CjäA- C^^ / 'Sa 

J 2kgB' J 2kgB' J^^^»»' 



ausgedehnt auf einem bestimmten Integrationswege von einer beliebigen, 
aber festen unteren Orenze a, b^ c bis zu dem veränderlichen Punkte 
Xy y^ e bezeichnen wir durch 

U{^y y, e)y ü\x, y, 0), ü'\x, y, 0). 
Es ist dann 

«,yi* *»y»» «»y»« 



^^9 9 9 ^^9 9 _J *> 9 

x\y\t' x,y,^ «,|f,* 






wo c, C; c" die von rr, y, £f und a;', y, / unabhängigen Integrations- 
Gonstanten bedeuten; oder: 

M = TJ{x, y, 0) — I7(a;', y , /) + c, 
ti' = TJ' {X, y, ^) - U {?!, y, /) + c\ 
u"= Cr"(a;, y, z) - Cr"(a:', y, /) + c'- 
Es ist offenbar, dass die Coustanten Cy c\ c" auf mehr als eine Art 
bestimmt werden können, da die Integrale, durch welche die Argu- 
mente dargestellt sind, mehrdeutige Functionen sind. Es fragt sich 
nun: Welche Werthe können diesen Constanten ertheilt werden? 
Unsere ganze Untersuchung ist begründet auf der Voraussetzung, dass 
die Determinante der sechs Grössen Zr,|, Xjj etc. gleich Null gesetzt 
werde. Diese Determinante ist eine Function, die gleichzeitig mit den 
Argumenten verschwindet. Es muss daher möglich sein, diese Glei- 
chung so aufzulösen, dass die absoluten Beträge der Argumente beliebig 
kleine Grössen sind. 
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Werden die Argumente geradezu gleich Null gesetzt, so ver- 
schwinden alle diejenigen (T- Quotienten , deren Zähler eine ungrade, 
und deren Nenner eine grade (T- Function ist. Nun findet aber ein 
gemeinsames Verschwinden aller dieser Quotienten nur statt in dem 
Punkte {x, y, z) = (x, y\ /); es müssen also — c, — c, — c' die- 
jenigen Werthe sein, welche die Integrale 

«y« xy spt 

fdü, JdU\ JdU" 

x'y'»' x'y'x' x'y'»' 

erhalten, wenn man die obere Grenze mit der unteren zusammenfallen 
lässt. Es sind also c, c\ c im Allgemeinen ein System von Integral- 
Perioden; speciell sind diese Grössen gleich Null zu setzen, wenn die 
Integrale so definirt werden, dass sie verschwinden, wenn die obere 
Grenze der unteren gleichgesetzt wird. 

Andrerseits verschwindet die Determitiante der Grössen L auch 
dann, wenn für t«, w', m" ein vollständiges Periodensystem 2'Z5', 2'Zar', 
2l!^' gesetzt wird. Nimmt man u, u\ u in der Nähe eines solchen 
Systems an, und definirt die Integrale wieder so, dass sie verschwinden, 
wenn (a:, y, z) mit {x\ y, z) zusammenfällt, so wirdc=2t5', c' = 2'Zar', 
c ssB 2'ar'\ Diese verschiedenen Lösungen können nicht wesentlich 
verschieden sein, sondern müssen durch Aenderung der Integrations- 
wege in einander übergehen. Daraus geht hervor, dass jedes Perioden- 
system 2is ^ 2is\ 2'^' auch ein Periodensystem der drei Integrale 27, 
ü\ ü" sein muss, und umgekehrt. Wir können daher die Grössen 
c, c, c" allgemein gleich Null, also 

xyM 

= j\dU), 



(49) 



u 



u 



x y » 
xy» 

f{dU'), 

xy» 



u" = j\d U") 

>. X y » 

setzen; wird Xy y, z vck der Nähe von x*', y', / angenommen, so er- 
halten wir, je nach der Wahl des Integratiousweges, ein Werthsystem 
ti, u , u ', das der Umgebung des Nullpunktes, oder irgend eines Perioden- 
systems 2 '85', 215^, 2'ar" angehört. 

Es ist _ _ 

Der Formel (29) zufolge ist das Differential A durch folgenden 
Ausdruck gegeben: 
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A = xdH + ydH-^- zdK 
Da aber nach (26) die Identität besteht: 

so ist auch 

A = — {Hdx + Hdy + ^dg). 

Je nachdem man die Integrale als Functionen von Xj y, e^ oder von 

Hy Hj 7 auffassen will; hat man die eine oder die andere Darstellung 
zu wählen. 

Diese drei Integrale: fdU, jdTJ\ fdU" haben die Eigenschaft, 
dass sie an keiner Stelle des Gebildes unendlich werden. 

Wir fassen die drei Grössen Hy H, W, als Integrationsyariable 
auf; und betrachten das Integral 



ß 



Dieses lässt sich mit HiUfe der Relation 

welche in § 10 aufgestellt worden ist, in zwei Theile zerlegen. Da 
nämlich in dem Ausdruck auf der linken Seite die Summe der mit 
d log Ha ^ dlogHßf dlogJSy multiplicirten Grossen gleich Null ist; 
so können wir diesem Ausdruck folgende Form geben: 

cFa,(d log Ha- d log Hy) + c' J>.(rf log H^-d log Hy). 

Nun ist 

dadurch nimmt die aufgestellte Gleichung folgende Gestalt an: 



Das Integral I -^- zerfallt dadurch in zwei Theile, deren jeder nur 

in den Berührungspunkten der Doppeltaugenten fli^ = 0, JEr^,x = 0, 
Snx=^Oj Hy =aO unendlich wird. Wir können aber in dem Ausdruck 
dieses Integrals die sechs von v verschiedenen Indices beliebig unter 
einander vertauschen. Vertauscht man x, A, fi mit a, ß, y, so erhält 
man eine neue Form, aus der hervorgeht, dass das betrachtete Integral 
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in den angegebenen acht Punkten nicht unendlich wird. Mithin kann 
das Integral 



/ 



-ff^A 



B 

an keiner Stelle des durch die Gleichung Jf bb definirten Gebildes 
unendlich werden, sondern muss an jeder den Charakter einer ganzen 
rationalen Function behalten. 

Da dies für alle sieben primitiven Indices gilt, so überträgt sich 
diese Eigenschaft unmittelbar auf die Integrale 

/VffA fHA r S£i 
J Ugli' J ~2kgli' J 2k gB' 

die wir die Normal-Integrale erster Gattung nennen; und die Integrale 
müssen diese Eigenschaft auch besitzen^ wenn wir sie nicht als Func- 
tionen von H, H, M^ sondern von x^ y^ e betrachten. 

§ 18. 

Wir haben bis jetzt nicht die er- Functionen selbst; sondern nur 
die Quotienten derselben als abhängig von Xy y, z und x\ y\ z auf- 
gefasst. Es lassen sich aber Differentialgleichungen aufstellen^ welche 
die Grossen 6^. selbst; und zwar zunächst durch ihre Logarithmen 
definiren. Die Reduction dieser Gleichungen auf diejenige einfachere 
Form; in der sie erscheinen bei der von den Integralen ausgehenden 
Theorie der Aberschen Functionen, ist indess mit nicht geringen for- 
malen Schwierigkeiten verbunden. Wir beschränken uns deshalb dar- 
auf, nur die wichtigsten Eigenschaften dieser Transcendenten anzugeben; 
welche ohne Rechnung erkannt werden können. 

Wir wissen; dass jede der Functionen <y(w, W; m'% entwickelt 
werden kann in eine stets convergirende Potenzreihe der Argumente 
Uy u, u\ Diese Argumente selbst sind durch Integrale erster Gattung 
dargestellt worden; welche an jeder Stelle des algebraischen Gebildes 
(Xj y, z) den Charakter ganzer rationaler Functionen haben. Daraus 
folgt; dass auch die Function 6{Uj u, u')mj als abhängig von rp, y, z 
betrachtet, an keiner Stelle des algebraischen Gebildes unendlich werden 
kann, sondern überall den Charakter einer ganzen rationalen Function 
besitzen muss. Lässt man den veränderlichen Punkt (rc, y, z) eine 
geschlossene Linie durchlaufen, so ändern sich die Normal -Integrale 
erster Gattung allgemein um ein Periodensystem 2t3'; 273^, 2l!f"\ es 
geht also c{Uj Uy m")« über in: 

Die Transcendeute 6,^, ändert sich also auf einem Periodenwege um 
einen Exponentialfactor, dessen Exponent eine lineare Function von 
U; u ; vi'y d. h. ciu Integral erster Gattung ist. 
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Diese Expouentialfactoren werden an keiner Stelle Null oder an- 
endlich. Daher hat die Frage: au welchen Punkten wird die Function 
0,„ gleich Null? eine bestimmte Bedeutung. Denn wenn irgend ein 
Zweig der Function an einer Stelle 'des Gebildes verschwindet, so muss 
auch jedes durch analytische Fortsetzung daraus abgeleitete Element 

an derselben Stelle den bestimmten Werth Null haben. 

c 
Wir wissen, dass jeder Quotient -^ an drei Punkten verschwindet, 

und an drei von dem Index tn unabhängigen Stellen unendlich wird. 

ü 
Nun kann der Quotient —- , da <y„, und öq nie unendlich werden, nur 

ÜQ 

dadurch verschwinden, dass der Zähler verschwindet, und nur dadurch 
unendlich gross werden, dass der Nenner verschwindet. £s sind also 
für jeden Index m {m = eingeschlossen) drei Punkte von vornherein 
bekannt, in denen (^^ = wird. Es ist nun zu beweisen, dass 6^ nur 
an diesen drei Stellen verschwindet. 

Das logarithmische Differential von Om lässt sich, wenn wir diese 
Function als abhängig von Xy y^ k betrachten, in folgender Weise 
darstellen: 

d (log öm) = 3^ dU+ ^^. du +—^,-dU . 

Die Differentialquotienten sind hier so zu bilden, als ob u, u, u un- 
abhängige Grössen wären, dann aber die beschränkten Werthe- der- 
selben einzusetzen. Lässt sich nun beweisen, dass die drei Grössen 

c log ff;, , t l og c^ Hog <j„, 
du ' du ' du* 
nur in den drei bekannten, zum Index t^} gehörigen Punkten unend- 
lich werden, so folgt, da J?7, dTJ\ du" Differentiale nie unendlich 
werdender Functionen sind , dass auch log {pi,^ nur an den drei be- 
kannten Stellen unendlich wird. Nun bilden wir in derselben Weise: 



■'(^) 






Hier sind die drei mit dU, d U\ d U" multiplicirten Ausdrücke, wenn 
wir fi, Uy u" als unbeschränkt veränderliche Grössen auffassen, periodi- 
schen Functionen der Argumente. Denn es ist log {a„i) eine Function 
von ti, Uy u'y die sich um eine additiv hinzutretende lineare Function 
2Tiu -f- 21['%i + 2'rf'%(!' -j- Const. ändert, wenn die Argumente um 

d log <F 

ein Periodensystem vermehrt werden; die ersten Ableitungen — v^ — - etc. 

ändern sich daher nur um die Constanteu 211, ^^» ^^"; die zweiten: 

2^ log ö 
-«-j '" etc. bleiben ungeändert. Ferner haben diese zweiten Al)- 

leitungen die Eigenschaft, dass das Product einer jeden mit o^ eine 
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stets endlich bleibende Function ist; denn jedes dieser Producte lässt 
sich darstellen durch eine ganze Function von Om und ihren Ableitungen. 
Nun haben alle Quadrate der 64 Functionen ö„t die Eigenschaft, dass 
sie sich um denselben Ezponential^actor vermehren; wenn die Argu- 
mente um ein Periodensystem vermehrt werden : 

Es sind also diese 64 Functionen c^, ebenso wie die Producte 

• a« log <F„ j y log g»> ^. 

der Definition des § 2 im ersten Theil zufolge, Theta-Functionen zweiten 
Grades mit einer Charakteristik; deren Elemente fi, v sämmtlich Null 
sind. Da aber, wie dort gezeigt ist, nur r^ linear unabhängige Theta- 
Functionen rten Grades von einer bestimmten Charakteristik existiren, 

2 d* log c 
so muss zwischen «y^ — ^ , *" und acht Quadraten von Theta-Func- 
tionen eine lineare homogene Gleichung bestehen. Wir wählen die 
acht Quadrate: 

Zwischen diesen acht Grössen besteht keine lineare Gleichung von 
der Form: 

so lange die Argumente als unbeschrankt gedacht werden. Denn an- 
genommen, dass eine solche Gleichung existirte^ so verschwinden; wenn 
wir die Argumente gleich Null setzen, alle Glieder mit Ausnahme des 
ersten ; folglich muss -4. == sein. Setzen wir ferner die Argumente 
gleich dem halben Periodensystem o^, ra^', co*", so verschwinden alle 
Glieder mit Ausnahme des zweiten; folglich muss A^=0 sein. Auf 
diese Weise sieht man , dass alle Coefficienten A^ A^ - * - A^ gleich 

Null sein müssen. — Hieraus folgt nun/ dass sich cr^ — a~t~^* zerlegen 
lassen muss in ein lineares Aggregat: 

7 
a = 

d^ log c 
dass also — ^ « ^ sich in dieser Form darstellen lassen muss: 



d* log c 



m 



du* 

= 




Dasselbe gilt von den fünf übrigen zweiten Ableitungen. Setzen wir 
nun für die (T - Quotienten ihre Ausdrücke durch Xy y, z und x\ y, Zy 

so verwandelt sich jedes Glied Aa -j in eine rationale Function von 
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^} Vf ^9 welche uur unendlich wird in den drei uns bekannten Punkten, 
die zum Index m gehören. Daraus folgt, dass alle sechs zweiten Ab- 
leitungeu; als Functionen von x, y, z betrachtet, nur in denselben drei 
Punkten unendlich werden. Daraus aber ergiebt sich, dass auch die 
Integrale 

a]og c^ d log ff^ d log a^ 
du ' du' ' du ' 
und endlich log öm selbst nur in den drei zum Index m gehörigen 
Punkten unendlich wird, dass also 6tn iiur in diesen drei Punkten ver- 
schwindet. Ferner ist klar, dass 6m in diesen drei Punkten auch nur 
von der ersten Ordnung unendlich klein werden kann ; denn sonst müsste 

der Quotient — auch von höherer als der ersten Ordnung unendlich 

klein werden. 

,§ 19. 

Durch die im § 17 geführte Untersuchung ist die eigentliche Be- 
deutung der im § 3 festgesetzten Beschrankung der Veränderlichen u, 
Uy u" gezeigt worden. Wir sahen, dass wenn die Determinanten- 
gleichung zwischen den Grössen Ln, L,^ etc. besteht, die Argumente 
Uj m', u" nicht mehr willkürlich sind, sondern durch die drei Normal- 
Integrale, jedes von einer bestimmten unteren Grenze {Xj y\ z) bis zu 
einer bestimmten oberen {x, t/, z) ausgedehnt, dargestellt werden können. 
Die Ausdrücke der (^-Quotienten, welche wir gefunden haben, sind also 
diejenigen Werthe, welche die Functionen 

0([m, u\ u')„^ 
"ä{ü~ u7~u\ 

annehmen, wenn für die Argumente m, w', u" die drei Integrale 

jdU, JdU\ fdü'\ 

genommen zwischen diesen beiden Grenzen, eingesetzt werden. Die 
untere Grenze (x\ y\ z) wollen wir als fest annehmen; dann können 
wir die drei Integrale durch !7(a;, y, j?), !7'(a?, y, z\ TJ" {x^ y, z) oder 
kürzer durch 17, Z7', TJ" bezeichnen. Wir können dann die Resultate 
der vorangehenden Untersuchungen so zusammenfassen: 

Setzt man für die Argumente w, m', u der er -Functionen die In- 
tegrale f/, J7', ?7" ein, so verwandelt sich jede der 64 <y- Functionen 
in eine transcendente Function von a;, t/, ;er, die an drei Stellen des 
Gebildes, und zwar von der ersten Ordnung, verschwindet. Diese drei 
Stellen sind, für die graden Functionen tf,,,, algebraisch abhängig von 
der unteren Grenze der Integrale, und zwar sind sie für die Function 
(^Q definirt als die gemeinsamen Nullpunkte der sieben Functionen 
Qx, für (i%i^ als diejenigen Nullpunkte der Function Q«.;i^, die weder 
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Doppelpunkte sind; noch der Gleichung jP,, =» genügen. Für die 
ungraden Functionen öm dagegen sind sie unmittelbar gegeben; es 
fallt nämlich für diese einer der drei Nullpunkte immer mit der unteren 
Grenze (x\ y\ e) zusammen ; die beiden andern werden gebildet durch 
das Yon{x\y,g') unabhängige Punktepaar m, in welchem J?,„ verschwindet. 
Der Quotient zweier er -Functionen 

ist eine algebraische Function ^ die in der Form 

rimnB{x, y, z) 

darstellbar ist; wo Bix^ y, ss) eine rationale Function bedeutet. Die 
Grössen 17 sind Quadratwurzeln aus rationalen Functionen. Bei der 
Definition dieser Grössen ist eine gewisse Willkür gelassen ; man kann 
jede von ihnen mit einer rationalen Function multipliciren, ohne dass 
die wesentlichen Sätze über dieselben geändert werden. Wir können 
deshalb^ wenn wir wollen 

setzen; endlich ist auch das Product aller sieben Grössen rix eine 
rationale Function. Wir können deshalb 



V^ = ^ (x = 2,3...7), 

Vi = ^2 ^3 ^4% ^6 ^7 

setzen, wodurch nun alle Grössen tj bestimmt sind. 

Ist m ein ungrader Iudex, so sind von den Nullpunkten der Func- 
tion (U, U\ ü")m zwei von der unteren Grenze unabhängig. 

Aendert man daher die untere Grenze und bezeichnet mit Ü, Ü\ ü" 
die Normal-Integrale, ausgedehnt von einer neuen Willkürlichen Stelle 
x\ y', z" bis zu x^ y, z^ so ist offenbar, dass der Quotient 



o{ü, ü\ ü") 



in 



nur an der Stelle. x\ y', / verschwindet, und nur an der Stelle x'\ 
y", 0" unendlich wird, beides von der ersten Ordnung. Diese Function 
ändert sich überhaupt nur um einen constanten Factor, wenn wir den 
Index m durch einen andern ungraden Index n ersetzen. Dies geht 

ß 1/ H 

aus der Gleichunt? — = c^ ,— unmittelbar hervor. 

¥j\xx Darstellung der allgemeinen <y-Functiojien führt jetzt fol- 
gender Satz. 
Es seien 
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«y« xyz xy$ 

U='JdU, W^JdU', ü"=-fdU" 

abo abe abe 

die drei Normal-Integrale erster Gattung, genommen von einer festen 
unteren Grenze (a, 6, c) bis zum willkürlichen Punkte (x, y, 2)] es 
seien ferner 

^O; ^Of V; V,, V/, V," • • • Vr-l, Vr-U Vr-U 
Wo, Wo, Wo' ; Wj ; Wi, W{' . . . Wr^i , W'r-i , w'^i 

2 r Systeme von je drei Constanten ; die den drei Bedingungen 

r — 1 r — l r — 1 

a = a = a = 

genügen y im Uebrigen willkürlich sind; es seien endlich 

2r beliebige Indices, und m derjenige Index, der durch Zusammen- 
setzung aller entsteht; dann ist das Product 

r— 1 






darstellbar durch eine algebraische Function von x, y^ g, die durch 
Multiplication mit dem Factor r|„^ in eine rationale übergeht. 

Wir beweisen diesen Satz schrittweise durch das Additionstheorem ; 
zunächst für den Fall, dass das Product aus einem einzigen Quotienten 
besteht; dann für den Fall r = 2; daraus folgt schliesslich das All- 
gemeine. 

Wir setzen in dem Additionstheorem, das in der Gleichung (39) 
des ersten Theils Enthalten ist, den Index m = 0. Dann erhalten wir: 

(51) CoB (2v ' • ')jti e{u + W''')kQ(ii-'W'' •)t 

7 

= ^[+Q(v + W'-')kiaQ{v —W'--)a6(u + V'- •)*« 9 (m — V • • •),„] . 
a = 

Hier machen wir ferner die Voraussetzung, dass die beiden Indices A:, l 
so beschafien sind^ dass der aus beiden zusammengesetzte Icl grade ist. 
Dann setzen wir v, v, v" gleich Null und drücken die Theta-Fuuctiouen 
aus durch die ö. Dann erhält das Theorem folgende Gestalt: 

7 

Ö {U + W ' ' ')k(f {n — W ' ' •)i = ^[Aa(5 (U ' ' ')ka <5 {u • • ')ia], 

vfo Ao, A^ • • • Jy von w, u, u" unabhängige Factoren bedeuten. «Nun 
setzen wir n = U, ii = U', u" = t/", und dividiren die Gleichung 
durch {ö {U ' • Oü}^« Alsdann wird jedes Glied des Ausdrucks auf 
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der rechten Seite eine mit dem Factor rjki behaftete Function; es ist 
also der Quotient 

dargestellt in der Form: 

wo R {x^ y, z) eine rationale Function bedeutet. Dies beruht auf der 
Annahme, dass der Index kl grade ist, weil sonst Cn verschwindet und 
dadurch die Gleichung illusorisch wird. 

Es seien nun k, m zwei beliebige Indices. Jedenfalls lasst sich 
zu diesen ein dritter, 2, bestimmen, von der Beschaffenheit, dass so- 
wohl kl als ml grade ist. Ist A^m grade, so brauchen wir nur l = k 
zu setzen; dann ist kl = 0, ml ^^^hm, also beide Indices, wie verlangt, 
grade. Ist aber km ungrade, also entweder von der Form x oder xA, 
so setzen wir 1= kaßk (x, k, a^ ß sollen irgend vier verschiedene der 
sieben primitiven Indices bedeuten). Es ist dann im ersten Falle 

kl = Xttß, ml^' xXaß] 
im zweiten: 

kl := Xaßy ml = xaß] 

also in beiden Fällen kl und ml grade. — Es ist nun bewiesen, 
dass sich 

durch eine mit dem Factor riki, 

durch eine mit dem Factor rfmi behaftete algebraische Function von 
X, y,, z ausdrücken lasst. Der Quotient beider Grossen 

ff ( CT + w • • •)* 

ist also eine Function von x, y, z, die durch Multiplication mit dem 
Factor i^^m in eine rationale übergeht; und zwar sind hier die Indices 
k, m keinerlei Beschränkung imterworfen. Damit ist der ausgesprochene 
Satz für den Fall, dass sich das Product auf einen einzigen Factor 
reducirt, bewiesen. 

Wir vermehren jetzt in der Gleichung (51) die Veränderlichen u 
um die Grössen v, imd setzen t; + w? = v, , v — w; = Vj. Dann er- 
halten wir: 

Co9 (v, + Vj ' • •)*' Ö (w + ^1 • • •)* 9 (** + ^2 • • •)' 

7 

= ^ [± 9 (V, • • ')klaO (Vo • • Oa 9 (m + Vj + Vj • • ^ibo 9 (w • • •)/«]• 
a = 
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Hier setzen wir wieder die Integrale ü", D", ü"" für die Argumente 
u, Uy u'' ein^ und ersetzen die 6 durch die mit Constanten behafteten 6, 
Dann erhalten wir eine Gleichung von folgender Form: 

7 
a = 

Hier bedeuten B^, B^ - - - B^ von x, y, z unabhängige Factoren. Dividirt 
man diese Gleichung durch 

so wird, wie bereits bewiesen ist, 

tf (t 7 + t?i + t?, " -)t„ 

"ölV + Vi + Vt"')^ 
eine mit dem Factor ij^a, 

eine mit dem Factor riia behaftete, also das Product beider Quotienten 
eine mit dem Factor rijti behaftete algebraische Function von Xy y^ z. 
Dies gilt von jedem Gliede, also auch von der Summe; es ist daher 

^(^+t?,+t;....)oa(i7. r^;; ""^*' ^ ^^' y> ^> 

Wir bilden in derselben. Weise den Quotienten: 



<F (Cr+ w, + u;, . • '\ a(ü" Oo 

Dieser muss sich darstellen lassen durch eine mit dem Factor i^mn be- 
haftete algebraische Function von Xy y, z. Wenn wir nun zwischen 
den vier Systemen von je drei Constanten:' 

v, , v/, v/'; ^2, Vj', v{\ w^y w{, ic;/'; w^y w^', w{ 
die drei Relationen annehmen: 

^1 + ^2 = *^l + ^2> 
«'l' + < = ^\ + ^%, 

Vi +^2 =^\ +^2 y 
so werden die Nenner beider Quotienten einander gleich; wir er- 
halten daher: 

a(ü+iv,' -r:)-V( ü+tS;TT.j^ — Vklmn It {X, y, Z). 

Damit ist der anfangs ausgesprochene Satz für r = 2 bewiesen. 

Um nun zum Beweise des allgemeinen Theorems zu gelangen, 
nehmen wir an, dasselbe sei bewiesen für den Fall, dass das Product 
aus r — 1 Factoren besteht. Wir sondern vom Zähler von Q einen, 
vom Nenner zwei Factoren ab: 
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Demnach kounen wir, indem wir im Zahler und Nenner einen Factor 

(y([7 + w;o + «?i — Vo- • Oo 
hinzufügen, den Ausdruck Q in die beiden Factoren zerlegen: 

(CT + »0 • • •)* ^ (ü^ + vJo + Wt — Vq " -)o 



Qi 



'ü{ü + U)o- \ 0{U + M?j ." • \ 



^i ' • 'K Tri 



V2 — 



Setzen wir nun 

80 sind zunächst für den ersten Ausdruck Q^ die drei Voraussetzungen 
des Satzes erfüllt; und da wir denselben für r = 2 bewiesen haben, 
so ist Qi eine mit dem Factor i^^, behaftete algebraische Function von 
X, y, 0, Aber auch für den zweiten Factor sind die Voraussetzungen 
erfüllt; denn da 

r — l 

= 

angenommen ist, so ist 

r -~ 1 

V, — W?0 — ^1 + ^0 + ^ (Va — Wo) = 0. 

a=z2 

Nehmen wir also an, dass der Satz für Producte von r — 1 Factoren 
bewiesen sei, so folgt, dass Q2 eine mit dem Factor ij^, behaftete alge- 
braische Function ist. Nun ist mj m2'^ ni] es ist also i^m, Vn^ ^^^^ 
mit rim behaftete Function von {x^ y, e). Daraus erkennt man, dass 
das Product Q durch Multiplication mit dem Factor rim in eine ratio- 
nale Function von Xy y, is übergeht. Wenn also der Satz gilt für 
Producte von r — 1 Factoren, so ist er auch richtig für Producte von 
r Factoren. Da er nun für r = 1 und r = 2 bewiesen ist, so gilt 
er allgemein. 

§ 21. 

Wir gehen jetzt über zur Definition der AbeFschen Functionen 
dreier unabhängiger Veränderlichen m, u, u". Wenn wir in der Function 

die Argumente um ein Periodensystem 2t3r, 2tar', 2'car" vermehren, so 
ändert sich dieselbe um den Factor: 
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Der Quotient 

ändert also nur sein Zeichen; und zwar ist 



(— i)2;[p(t*-«')-«(a*-a'»l 



Bilden wir nun ein Product von beliebig vielen er- Quotienten , und 
stellen für jeden Factor diese Gleichung auf: 

ff (f* + 20. • Oia 






(a — 0, 1 . . • r — 1), 

so fOgen sich, wenn wir den aus sämmtlichen Indices K, L zusammen- 
gesetzten Index mit m bezeichnen, die r Summen 

zu einer einzigen zusammen: 

£ [p «"* — q d'"] 5 
es ist also, wenn wir das Product 

r— 1 



a m 



mit Q (u, u, u") bezeichnen: 

<2 (m + 2^, u+ 2t8r', m" + 2^") = (— l)^(p.'»" «<>'«) Q (m, m', u"). 

Dieselben Gleichungen bestehen, wenn wir imter Q (u, u\ u") die all- 
gemeinere Function 

a = o ' ^(^ + "'«•••)/«/ 

verstehen, wenn nur zwischen den Constanten v und «; die Gleichungen 
bestehen: 

0=0 
r—l 

a=0 
r—l 

a = 

Dies ist eben so leicht zu beweisen. 

Wir denken uns nun die 2r Indices A*«, la so gewählt, dass durch 
Zusammensetzung aller der Index Null hervorgeht; dann sind die sechs 
Grössen b^ und S^ sämmtlich Null; daraus geht hervor, dass unter 
dieser Voraussetzung die Function Q eine periodische ist. 
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Jede so gebildete periodische Function und jede rational aus 
solchen Quotienten gebildete nennen wir eine AbeFsche Function der 
Argumente. 

Aus dieser Definition folgt unmittelbar folgender Satz: 

Ist 9 (Uy Uy m") eine beliebige AbeFsche Function und sind w^ w', w" 
drei willkürliche Contanten, so ist 9 (m + ^; m' + w\ u" + w") eben- 
falls eine Abel'sche Function. 

Der im vorigen Paragraphen bewiesene Satz führt nun unmittelbar 
zu der algebraischen Darstellung der AbeFschen Functionen durch eine 

Auzahl von Grössensystemeii (^o^yo>^o)> (^u yi > ^1) ®^-; ^i® ^^^ 
Gleichung L = genügen. Aus diesem Satze geht nämlich Folgendes 
hervor: 

Setzt man in dem Ausdrucke irgend einer AbeFschen Function 
9 («5 Uy u") für die Argumente die Integrale erster Gattung yi/ [7, 
Jd U\ fd Z7", ausgedehnt von einer als fest gedachten unteren Grenze 
(a, b, c) bis zu einer willkürlichen oberen (Xy y, 0), so verwandelt sich 
die AbeFsche Function in eine rationale Function von (x^y^z). 

Setzt man nun für jedes der Argumente nicht ein Integral, son- 
dern eine Summe von Integralen, die alle aus derselben Differential- 
function entspringen: 

u' = ^ßdU')y 

so wird die AbeFsche Function eine rationale Function sämmtlicher 
oberen Grenzen (xa^yay^a)- Denn sondern wir von den autgestellten 
Summen diejenigen Integrale ab, deren obere Grenze der Punkt 
{Xajyuy^a) ist, SO erhalten wir: 

n== J(dU) + IV y 

u'=J{dU') +w\ 

ScHOTTXY, Abersebe Fnnot. 8 
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%i =j(dW) + w\ 

Nehmen wir nuu Xatf/ay^a allein als veränderlich; die übrigen 
Werthsysteme als constant an^ so sind auch tv, w\ w" drei constante 
Grössen und g? (w + «;, u + w\ m" + w") jedenfalls eine Aberscbe 
Function von w, t*', u" , Setzt man hier für m, w', w" die von (a«, 6a, c«) 
bis (Xaj yat ^a) ausgedehnten Integrale ein, so verwandelt sich^ dem 
ausgesprochenen Satz zufolge 9 (ü -|- u; • • •) in eine rationale Function 
von {Xay yay ffa)' Es ist aber dann ü + «? = m, i*' -j- u;' = w', 
m" + w" = m"; folglich erkennen wir, dass durch die Substitution der 
Integralsummen für die Argumente die AbeFsche Function 9 (u, u, u") 
in eine rationale Function von {Xa^ ya^üa) übergeht. 

Wir können nun die Formeln für die Darstellung der Argumente 
in folgender Weise schreiben: 

W = ^ I U {Xaf yay «a) — U (tt« , 6«, Ca)\ , 

U = ^ I ü\ {Xa, ya, Za) — ü' (tt«, 6a, Ca)j , 

W" = ^ [ü' {Xa, ya, Za) — ü" ((tu, ha, Ca)\ , 

wenn wir unter U (x, y, z)y U' {x, y, z\ ü" (x, y, z) die drei Integrale 
verstehen : _ 

/ 'gA rgA rH_L 

J^kgE' J 2kgR\ J ikgR' 

Daraus geht hervor — wenn wir auf die volle Vieldeutigkeit der In- 
tegrale Rücksicht nehmen — dass die Argumente u , u, u" «sich nur um 
ein Periodensystem ändern, wenn zwei der Werthsysteme (^o,yaiO 
mit einander vertauscht werden. Die AbeFschen Functionen bleiben 
mithin vollständig ungeändert, wenn die Werthsysteme (Xa,ya,iSa) beliebig 
unter einander vertauscht werden. Demnach ergiebt sich folgender Satz: 
Setzt man für die Argumente u, u\ u' irgend einer Aberschen 
Function ^> (m, w, u') die Integral-Summen: 



U=^\\^{dV) 



^K^a 



= ^ j C/ (X„, ya, Za) — U {aa, ba, Ca) 



etc. 



ein, so verwandelt sich dieselbe in eine rationale und symmetrische 
Function sämmmtlicher Werthsysteme {Xa^ya, Za)- Es sind also jetzt 
die Abel'schen Functionen nicht nur allgemein definirt, sondern es ist 
auch die Grundlage gegeben zu ihrer Darstellung durch symmetrische 
Functionen einer Anzahl der Gleichung L = genügender Werthsysteme. 
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§22. 

Es ist klar, dass je nach der Anzahl der Integrale , die man zur 
Darstellung der Argumente verwendet, und nach der Wahl ihrer unteren 
Grenzen, die Darstellung der AbeFschen Functionen verschieden aus- 
fallen muss. Die volle Veränderlichkeit ist gewahrt, wenn man die 
Argumente durch Summen von je drei Integralen ausdrückt mit be- 
liebigen, aber fest gewählten unteren Grenzen. Nimmt man eine der 
unteren Grenzen, oder beide, noch als willkürlich veränderlich an, so 
würden sogar zwei Integrale ausreichen. Die Methode zur Darstellung 
der (^-Functionen, welche im Folgenden benutzt wird, ist anwendbar 
unter allen diesen besonderen Annahmen. Wir machen diejenige An- 
nahme, welche zur Darstellung der <j-Quoiienten in der Weber'schen 
Form führt, weil wir bei dieser Annahme keinerlei algebraischen 
Schwierigkeiten begegnen. Es seien 

(^oiyo.^o)» («uyn^i)» (a?2iy2.^2)7 (^3.^3.^3)5 

(«0, 6o> ^0); («i> ^ ; ^i); K; *2» ^iJ» («3» *3» ^3) 
acht Werthsysteme, die der Gleichung L = genügen-, die vier olleren 
sehen wir als veränderlich, die übrigen als feste Punkte des Gebildes an. 
Wir setzen dann: 



(52) 




U {Xh.yhy Zh) - U {üh 



'm hj C/i)|, 



A = V 



(^Ä, Vh, Zl,) — ü' ((fky fc/i, Ch) 



'-2 

A = 



U'' {Xk, Va, Zk) — TJ" {an, 6*, Ch) 



Es wäre erlaubt — wovon wir indess keinen Gebrauch machen — 
ohne die Veränderlichkeit der Argumente zu beschränken, eins der 
vier Werthsysteme {Xh, yn, 0h) ^Is constant anzunehmen. Ueber die 
vier unteren Grenzen haben wir freie Verfügung. Wir beschränken 
dieselben durch die Bedingung, dass es eine homogene Function dritter 
Ordnung H geben soll, die an diesen vier Punkten verschwindet und 
ausserdem an den sämmtlichen Doppelpunkten. Diese Function muss 
die Form haben: 

(53) H = AH+ BS' + CH''-, 

denken wir uns also die andere Gleichung ilf => zu Grunde gelegt, 
so sind die unteren Grenzen der Integrale angenommen als die vier 
Schnittpunkte der Curve Jkf = mit einer gegebenen Graden H = 0. 
Wir setzen nun, zur Abkürzung: 

U (x„ y,, Zh) = 17*5 U {an, 6*, Ch) = Fa (ä = 0, 1, 2, 3); 

8* 
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ebenso 

^' i^hy Vh, ^h) = Uk, ü' (äa, 6a, Ca) = Vk, 
U" {Xk, tfk, .Va) = Uh\ ü" (an, h, c*) = F/'. 

Als untere Grenze wird in allen Integralen derselbe feste Punkt 
angenommen. Dann ist: 

s 

(54) u^y!iu,-v,), M'=2(W-r;), u" = ^ (u," - r,"). 

Diese Ausdrücke denken wir uns in irgend eine der 64 Functionen 
(u, u, u")m eingesetzt. Nehmen wir die drei letzten Werthsysteme 
{Xhy yky ßk) ftls constant an, so ist <J (u, u, u')m eine Functioii von 
{Xq, yo, Zq) allein; und zwar kann diese Function so dargestellt werden: 

0{u,u,u'U = 0{Uo + w, U,' + iv\ IZo^ + tc^Om, 
wo 

ist, und w , w\ w* drei Constanten bedeuten , definirt durch die Glei- 
chungen: 

J^, + £^2 + ^3 - (n + r, + n + F3) = u;, 
U; + jj; ^v;-{ V- + F/ + V' + V;) = tr', 
f7,"+ fr/'+ V;'- (F."+ Fi"+ F/+ F,")=«;". 

Wir verstehen nun unter n einen beliebigen der 28 ungraden In- 
dices^ und bilden den Quotienten: 

(öö) V = ^(tr„_Fo...),<F(C7o-F,...)„Mf^o-^.---).<r(tro-F...-)/ 

Dieser muss sich, da die Gleichungen 

t^ _ f^, _ 17, - f73 + Fo + F, + F2 + F3 = 0, etc. 

erfüllt sind, dem in § 20 bewiesenen Satze zufolge darstellen lassen 
durch eine algebraische Function von {x^y y^, 0q)^ die durch Multi- 

plication mit dem Factor ti^n in eine rationale übergeht, (unter lyS,* 
verstehen wir dieselbe Function von {x^^y y^, e^), die rimn von {x, y, e) ist.) 
Wir wollen {x, y, z) anstatt des veränderlichen Werthsystems 
{Xq, y^j 0q), und entsprechend ü, TT, U' für TJ^^ Uq\ JJq schreiben. 
Untersuchen wir jetzt, an welchen Stellen der Quotient Q verschwindet 
und unendlich wird. Bis auf den Factor <? ( J7 + «? • • •)»,, der nirgends 
unendlich wird, sind alle Grössen, die in dem Ausdruck Q vorkommen, 
specielle <;- Functionen von der früher betrachteten Art, die in dem 
Punktepaare (n), und ausserdem jede nur noch an einer Stelle ver- 
schwinden*, nämlich 0{U— ?7, • • •)« im Punkte (^1, yi;^i), 0{TJ — U^" •)« 
im Punkte (a;,, y^y e^y (U — Vq • • •)« im Punkte {gq, 6^, c^) etc. 
Der Nenner von Q verschwindet also in den vier von den Doppel- 
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punkten verschiedenen Nullpunkten der Function H von der ersten 
Ordnung, und in dem Punktepaare (n) von der vierten Ordnung; der 
Zähler verschwindet in dem Punktepaare (w) von der dritten Ordnung, 
und in den drei Punkten {x^, y*? Zh) (ä= 1,2,3) von der ersten 
Ordnung. Der Quotient ist eine algebraische Function, die überall 
den Charakter einer rationalen hat; die Anzahl ihrer Nullpunkte muss 
daher gleich der Anzahl der Stellen sein, in denen sie unendlich wird; 
daraus folgt, dass die Function (u, u, u'')^, als abhängig von einem 
der Werthsysteme {Xh, t/A, ^a) aufgefasst, an drei Punkten verschwindet. 

Demnach ist der Quotient Q als Function von {x, y, z) definirt 
durch folgende Bedingungen: 

Erstens. Durch Multiplication mit dem Factor ri„^n geht Q in 
eine rationale Function von {x, y, z) über. 

Zweitens. Q wird unendlich, und zwar von der ersten Ordnung, 
nur in sechs Punkten, nämlich den vier von den Doppelpunkten ver- 
schiedenen Punkten, in denen H == ist^ und dem Punktepaare (n). 

Drittens. Q verschwindet in den drei willkürlich gegebenen Stellen 

{xkyyhji^h) (Ä= 1, 2,3). 

Durch diese Bedingungen ist die Function Q bestimmt bis auf 
einen von (x^y^ss) unabhängigen Factor. Dies wird so bewiesen: 

Angenommen, dass die Function Q durch die aufgestellten Be- 
dingungen noch nicht bestimmt wäre, so müsste es, wie auch die 
Punkte {Xh, yhi Zh) gewählt sind, zwei Functionen Q und Q von nicht 
constantem Verhältniss geben, die den Bedingungen genügen. Wir 
bestimmen zuerst eine solche Function Q. Diese verschwindet an 
sechs Stellen; also ausser den Stellen {Xh, yk, ^a) iii drei ferneren 
{^h^ykt^h) (A = l,2,3). Setzen wir nun in den gegebenen Be- 
dingungen diese neuen drei Stellen an Stelle der Punkte (.^a, i/ä» ^a)> 
so ist zunächst Q eine Function der verlangten Art. Dann aber müsste 
eine zweite Function Q existiren, die ebenfalls den Bedingungen ge- 
nügt, und deren Verhältniss zu Q nicht constant ist. Der Quotient 

^ wäre dann eine rationale Function, die nur an den drei willkürlich 

gewählten Stelleu, und zwar von der ersten Ordnung, unendlich wird. 
Eine solche Function existirt aber nicht. 

Die Aufgabe, die Function Q darzustellen, wird nun dadurch ge- 
löst, dass man vier specielle Functionen 

•*mi Vm; -^•m? ^m 

aufstellt, zwischen denen keine lineare Gleichung besteht, und die den 
ersten beiden Bedingungen Genüge leisten. Dies ist sehr leicht, wenn 
wir den von Herrn Weber in die Theorie eingeführten Begriff der 
Wurzelfunctionen anwenden. Wir sehen hierbei nicht .r, y, Zy sondern 
Hy H, B als ursprüngliche Veränderliche an. 
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Es sei r eiue gegebene positive ganze Zahl. Dann können wir 
den Index m auf verschiedene Arten in ein Product von r ungraden 
Indices zerlegen: 

m = a}>c ' ' * e^ m = aV c • * - e etc. 

Diesen Zerlegungen entsprechend kann man die Producte: 

P = j/H^j/EÜj/Hc . • • J/Be, P' = VHa'VHi^' • • • K^, etc. 
bilden. Jedes dieser Producte und jedes lineare Aggregat derselben 
cP -|- c P' + etc. nennt Herr Weber eine Wurzelfunction rter Ordnung 
mit dem Index m. 

Für r = 1 giebt es nur dann Wurzelfunctionen, wenn der Index w 

ungrade ist, und zwar auch dann nur die Grösse yHm oAercYlSm selbst. 
Für r = 2 sind, wenn m = ist, die Wurzelfunctionen identisch mit 

den aus Hy Hy H linear gebildeten Ausdrücken ; es giebt also für 
m = 0; r = 2 drei linear unabhängige Wurzelfunctionen. Ist di^egen 
r = 2j und m von verschieden, so wissen wir aus § 9, dass sich 
sechs Producte 

VHaVW.y VHaVEö' etc. 

bilden lassen, von der Beschaffenheit, dass ab =^ ab' etc. =m ist, 
dass aber zwischen je dreien derselben eine lineare Gleichung besteht. 
Die Anzahl der linear unabhängigen Wurzelfunctionen zweiter Ord- 
nung mit dem Index m ist also gleich 3, wenn m = ist, =» 2, wenn 
m von verschieden ist. 

Ueber die Wurzelfunctionen gelten nun folgende allgemeine Sätze: 

I. Der Quotient zweier Wurzelfunctionen gleicher Ordnung, deren 
eine zum Index m, die andre zum Index n gehört, ist eine mit dem 
Factor rimn behaftete algebraische Function; also eine rationale, wenn 
m = n ist. 

Dies ist unmittelbar einleuchtend, da der Quotient je zweier 
Glieder des Zählers und Nenners eine mit dem Factor i^»,« behaftete 
Function ist. Dividirt man ferner eine Wurzelfunction rter Ordnung 
durch eins ihrer Glieder: 

so verschwindet der Nenner genau in 2 r Punkten, nämlich den Be- 
rührungspunkten der r Doppeltangenten If« = 0, Hf, = -- » Hg = 0] 
da der Quotient eine rationale Function ist, so muss auch der Zähler 
in eben so vielen Punkten verschwinden. Es gilt also der Satz: 

II. Jede Wurzelfunction rter Ordnung verschwindet in 2 r Punkten. 
Daraus wiederum geht, für r > 2, hervor: 

III. Die Anzahl der linear unabhängigen Wurzelfunctionen rter 
Ordnung mit dem Index m ist nicht grösser als 2r--2. Oder: Zwischen 
je 2r — 1 Functionen dieser Art besteht eine lineare homogene Gleichung. 
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Denn wenn wirklich 2 r — 2 linear unabhängige Functionen dieser 
Art existiren, so lässt sich eine Wurzelf unction rter Ordnung mit 
dem Index m bestimmen, die an2r — 3 willkürlich gewählten Punkten 
Pn P2 • * ' Pir-3 verschwindet. Diese verschwindet ausserdem nur noch 
in drei Punkten j>8r— a, l>2r-i; Ptr- Wir nennen diese Function W 
und bilden nun eine zweite Function W derselben Art, die an den 
2r — 3 Stellen: p2r, JPar-i, |>2r-2» P2r—3 ' ' ' P4 verschwindet. Ange- 
nommen nun, dass der obige Satz nicht richtig wäre, so würden wir 

TT' so bestimmen können, dass das Verhältniss ^ keine Gonstante ist ; 

dieses Verhältniss ist aber jedenfalls eine rationale Function^ nach dem 
ersten Satze-, wir hätten also eine rationale Function, die nur an den 
drei willkürlichen Stellen i>i , JP2 , JP3 > und zwar von der ersten Ordnung, 
unendlich wird. Dies ist unmöglich. 

Aus dem letzten Satze geht, für r = 3, hervor, dass es nicht mehr 
als vier linear unabhängige Wurzelf unction en dritter Ordnung mit dem 
Index m giebt. Diese können wir auf folgende Weise bilden. 

Wir wählen irgend einen Index p von der Beschaffenheit, dass 
pm grade ist, und zerlegen p in zwei ungrade Indices Jcy l, km und 
Im sind dann von verschieden, denn wäre z. B. im = 0, so wäre 
Jilm = l, was nicht möglich ist, dekJclm als grade, l als ungrade voraus- 
gesetzt ist. Es giebt deshalb genau zwei linear unabhängige Wurzel- 
functionen zweiter Ordnung mit dem Index km, und zwei mit dem 
Index l m. Wir bezeichnen von diesen vier Functionen (die im üebrigen 
beliebig gewählt sein können) die beiden ersteren durch Akmy Bkmy die 
letzteren durch Aim, Bi„^, Es sind dann 

(56) p,n = Äkml/Hky q,n = Bkm V^Hky n« = Ai,,, VHi, s,n = Bi,„ i/Ht 
vier Wurzelfimctionen dritter Ordnung, von denen wir behaupten, dass 
sie von einander linear unabhängig sind. 

Denn angenommen, es bestehe zwischen ihnen eine lineare Glei- 
chung, so würde also eine Gleichung existiren von der Form: 

WO Wi,n eine Wurzelfunction zweiter Ordnung mit dem Index Am, 
Wim niit dem Index Im bedeutet. Aus dieser Gleichung geht hervor, 
dass Wkm in den beiden Berührungspunkten der Tangente Hi =^ ver- 
schwinden müsste. Zerlegen wir jetzt den Index km in zwei ungrade 
Indices a, b und bilden das Product 

Wkn^/HaVH,, 

m 

so lässt sich dieses, einem in § 9 bewiesenen Satze zufolge (S. 63) 
darstellen durch eine homogene quadratische Function der Grössen 
JET, H, n. Es müsste also eine homogene quadratische Function G 
dieser Grössen existiren, die in den sechs Berührungspunkten der 
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Tangeuten Ha, Hf, Hi verschwindet. Es sei d ein neuer ungrader 
Index. Bilden wir dann den Quotienten: 

G^ 

so hätten wir in diesem eine rationale Function der Verhältnisse 

H : H : M^ die nur in Berührungspunkten der Tangente Ha = un- 
endlich wird, und zwar von der zweiten Ordnung. Functionen von 
derselben Beschaffenheit sind 

äy ^/ 5/ 

Zwischen diesen vier Grössen muss eine lineare homogene Relation 
stattfinden. Denn wir würden sonst ein Aggregat derselben bilden 
können, welches nur vom zweiten Grade ist. Es muss also 

oder : _ 

ß2 == ff,,H,Hi {AH+ BH + CR) 

sein, wo J[, B, C constante Coefficienten bedeuten. Aus dieser 

Gleichung geht hervor, dass die Linie AH -{- BH -{- Cff =«0 eben- 
falls eine Doppeltangente sein muss. Da es aber nur die 28 Doppel- 
tangenten giebt, so muss AH -\- BH -\- CH = Hc sein, wo c einen 
der 28 ungraden Indices bedeutet. 
Wir erhalten demnach 

G==yHaVH,i/HcyHi, 

oder, da G^ == j/Hal Hf, Ak,n ist, 

A„„ = }/H,}/H,, 
Nun ist 

Am 

eine mit dem Factor rikimc behaftete Function. Ist diese constant, so 
muss JtJmc = 0, oder Jclm=^c sein. Dies aber widerspricht unsem 
Voraussetzungen; denn wir haben den Index kirn als grade ange- 
nommen , und der Index c ist ungrade. 

Dadurch ist bewiesen , dass zwischen den vier Grössen pm , gm 
r,nt Smy welchc wir aufgestellt haben, keine lineare Gleichung besteht. 

Dividiren wir jetzt jede derselben durch das Product H }/Hn , welches 
eine Wurzelfunction dritter Ordnung mit dem Index n ist, so ist jeder 
der Quotienten 

(^^ ^"*=sf%;' ^"'"=^' ^"''^'^i/K ^"'°H^F, 
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nach dem ersten Satze eine mit dem Factor ri,nn behaftete algebraische 
Function; die offenbar nur in den vier Schnittpunkten der Linie H »= 
und den beiden Berührungspunkten der Tangente 11^ = unendlich 
wird; an allen sechs Punkten nur von der ersten Ordnung. Diese vier 
Functionen genügen also den ersten beiden Bedingungen , welche für 
die Function Q aufgestellt worden sind. Dasselbe gilt von jedem 
linearen Aggregat derselben; und da zwischen Pm, Qm^ Hmy Sm keine 
homogene lineare Gleichung besteht; so können die Coefßcienten dieses 
Aggregats: 

AF^+BQ„, + CRm+DSm 
so bestimmt werden, dass dasselbe in den Punkten (Xk , tfk , Zk){h=l,2^d) 
verschwindet. Damit ist aber die Function Q bis auf einen von (o?, y, z) 
unabhängigen Factor bestimmt. 
Wir bezeichnen durch 



m ' 



■»m ' 



.(*) 



,(A) 



die Werthe, welche die Wurzelfunctionen p^, qm, fmf Sm annehmen, 
wenn (Xh , yhy z^) für (x, y, z) gesetzt wird. Die Verhältnisse der Coef- 
ficienten A^ B, C, D sind dann bestimmt durch die drei Gleichungen: 

M*' + ^3™ + <?♦•«' + ^«L*' = (Ä = 1, 2, 3). 
Die Function Q nimmt also die Form an: 



Q 



hVh, 



V 



im 



^nt ^m 



WO Qq einen von x^ y^ z unabhängigen Factor bedeutet. Wir führen 
jetzt wieder (a?^, ^q, z^ für {x, y, z) ein, und bezeichnen die Deter- 
minante : 



(57) 



P 
P 
P 
P 
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9l 


rl 


< 


? 

m 


«1 


■rl 


< 



mit D 



m> 



Diese Determinante ist eine alternirende Function der vier Werth- 
systeme. Aufgefasst als Function von (x^, y^», z^^) verschwindet sie, da 
sie eine Wurzelfunction dritter Ordnung ist, an sechs Punkten. Von 
diesen sind drei bekannt, nämlich die Punkte {Xh, yhy Zh) (h= 1, 2, 3); 
die drei übrigen müssen die Nullpunkte der Function <y ( fT^ -f- ic? • • Om? 
•oder <t(u, Uy u')m sein. Nun kommen in dem Determinanten-Ausdruck 
D„t die vier Punkte (a«; &a, C]^) gar nicht vor; daraus ergiebt sich: 
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Die drei Punkte, in denen die Function o{u, u\ m"),„, als ab- 
hängig von (a;^, yQ, Zq) aufgefasst, verschwindet, sind unabhängig von 
der Lage der die Curve Jf = durchschneidenden Linie H = 0. 

Wir haben also jetzt zur Darstellung der allgemeinen (^-Function 
tblgeude Gleichung: 

A= 1 ^__ Vo m 

* = 

Diese Gleichung multipliciren wir im Zähler mit 

<y(Cr, ~ J7, . . .)n <J(Ü^ -U," \a{U^ -ü^- •)»> 

im Nenner mit 

S 3 3 

* = ifc = ü *=:0 

Alle diese Factoren sind von {Xq, t/g, z^^ unabhängig; es ändert sich 
also auf der rechten Seite nur der Werth des von (x^, y^, z^) unab- 
hängigen Factors Q^, Endlich ersetzen wir H^ (oder H (^Tq, y^, z^) 
durch das Product 

3 3 

n"{H(x*,yt,£*)}= /7{H(«}, 

3 

und VhI durch fj {^^q^] ' Dadurch tritt gleichfalls zu Q nur ein 

von (a^o, yoy Zq) unabhängiger Factor hinzu. Auf diese Weise er- 
halten wir: 



'"» 3 3 3 



i=OA = *=0 

WO Qq, ebenso wie vorhin Q^, einen von (a;^, t/^, z^ unabhängigen 

Factor bedeutet, und H^*^ K^ff^*^ dieselben Functionen von {xk, y*, Zk) 
sind, wie H und j/Bf« von (a;, y, z). 

Nun ist leicht einzusehen, dass* der Factor Q^ nicht nur von 
(^o> yo> ^0)7 sondern auch von den drei übrigen veränderlichen 
Werthsystemen unabhängig ist. Denn es ist 

eine altemirende Function der beiden Werthsysteme (Xky y*; ^k) und 
(i«?A, y*, ^a); also das Product 
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eine alternirende Function aller vier Werthsysteme. Dieselbe Eigen- 
schaft hat die Determinante D^n* Die übrigen Factoren dagegen 

3 3 

sind symmetrisch in Bezug auf die vier Werthsysteme. Es muss daher 
der Factor Qq ungeändert bleiben , wenn wir die vier Werthsysteme 
(^A ttfhj^h) beliebig unter einander vertauschen. Nun ist Qq unabhängig von 
(^0 ; ^0 9 ^o) 9 ^^^^ ist er auch unabhängig von den übrigen drei Werth- 
Systemen, d. h. eine von den Argumenten u, u\ u" unabhängige Con- 
stante. Bis auf diesen constanten Factor ist demnach die Function 
(S{u,u\u")m vollständig bestimmt, und gegeben durch den Ausdruck: 

3 3 

Hiermit ist die allgemeine (^-Function ausgedrückt durch die früher 
definirten speciellen, in denen jedes Argument durch ein Integral dar- 
gestellt wird. Das Wesentliche dieser Darstellung ist, dass in der- 
selben zunächst ein Factor voransteht, der eine algebraische — und 
zwar alternirende — Function der vier Werthsysteme ist, die nur an 
festen Stellen unendlich wird; dann der Zähler vier transcendente 
Functionen 

3 

V {^H, Vk, ^k) = TJ{<5{Uh -Vk" •)«} (Ä = 0, 1, 2, 3) 

enthält, deren jede nur von einem Werthsystem abhängt; endlich der 
Menner sechs transcendente Functionen enthält, deren jede nur von 
zwei Werthsystemen abhängt: 

<p{^h, Vh, 0h ; Xk, Vk, Zh) = o{Uk — Uk' On, 

und zwar so, dass sie ihr Zeichen ändert, wenn die beiden Werth- 
systeme vertauscht werden. 

Bildet man jetzt den Quotienten zweier Functionen a(u, u, u'),n, 
so erhält man 

(59) ^_C|-"!, 

WO C einen constanten Factor bedeutet. Dm und D» sind alternirende 
Functionen der vier Werthsysteme, und, wenn wir sie als abhängig 
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voD einem derselben auffassen, begrifflich fixirt als diejenigen Wurzel- 
functionen dritter Ordnung mit den Indices m und n, die an den drei 
übrigen Stellen verschwinden. Diese Functionen können daher in sehr 
verschiedener Form ausgedrückt werden, die sich aber alle nur durch 
constante Factoren unterscheiden. Wenn wir eine bestimmte Form 
der Darstellung gewählt haben, so kommt es darauf an, den Factor C 
zu bestimmen. Wir werden zeigen, auf welche Weise dies geschehen 
kann, werden aber die Untersuchung nicht durchführen, weil dieselbe 
kaum von wesentlichem Nutzen sein würde. Denn obwohl die Grössen 
Dm ihrem Wesen nach einfach definirt sind, so sind sie doch in ihrer 
Form zu unsymmetrisch und complicirt, als dass die Einführung dieser 
Ausdrücke für die (T- Quotienten in algebraische Probleme — wie etwa 
das der Verification der (T - Relationen — vortheilhaft sein konnte. 

§23. 

Einige der nun folgenden Sätze beruhen auf einer Umkehrung 
des in § 20 bewiesenen Theorems. Es seien wieder CT, f/', ü" die 
drei Normal -Integrale, ausgedehnt von einer festen unteren Grenze 
(a, b, c) bis zum Punkte (x, y, z), und wir bilden wieder ein Product 
von (T- Quotienten 



«-JJl 



Die 2r Systeme von je drei Gonstanten: 

Vay vdy Va"; «;« , Wa, Wa (« = 0, l • • • r — 1) 
mögen vorläufig ganz unbestimmt bleiben; das Product aller Indices 
%, l soll wieder mit m bezeichnet werden. Wir nehmen nun an, dass 
dieser Quotient sich in der Form 

darstellen lasse, wo rimli{x, y, z) eine mit dem Factor r^rn behaftete 
algebraische Function von x^y,z bedeuten soll, <i> dagegen eine Func- 
tion, die an keiner Stelle Null oder unendlich wird. Es lässt sich dann 
beweisen, dass die Summen 

gleich einem vollständigen Periodensystem, und der Factor <i> eine Ex- 
ponentialgrösse sein muss, deren Exponent ein Integral erster Gat- 
tung ist. 

Um dies zu zeigen, multipliciren wir Q mit noch einem neuen 
(y- Quotienten: 

'a\U + w ' ~.)o ' 
die Constanten w, w\ w' nehmen wir beliebig an; t;, v\ v' dagegen 
bestimmen wir so, dass die Gleichungen 
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r— 1 



r-l 

V — tV + ^{Vg — Wn) == 0, 
0=0 
r— 1 

t'" — W' + ^(Va' — W^u") == < > 
a=Ü 

befriedigt werden. Das Product 

ist dann, dem bewiesenen Theorem zufolge, eine mit dem Factor ij„, 
behaftete algebraische Function von {x, y, z). Da nun 

ist, so folgt hieraus: 

WO R{x^y, z) eine rationale Function bedeutet. Setzen wir jetzt für 
(a;, y, jsr) das Werthsystem (iCy, ^q, jeTo), welches wir als veränderlich auf- 
fassen — wodurch ü^ in [7^, IT in Uq^ U" in U^' übergeht, dag^en 

17^ + CT, + i73 - Fo - F, - F^ - F3 

für u;, und die entsprechenden Ausdrücke für w'^ w\ und bezeichnen 
die Constanten v — Wy v — v/j v" — w\ welche durch die drei Glei- 
chungen 

V — u; + ^ (Va — Wa) = 0, etc. 

a = 

bestimmt sind, durch hy h'y K', so erhalten wir: 

tf(«. ..)o ^^' ^^' ^^' 

Hier bedeutet 4> eine Function von {x^, y^, z^), welche nie unendlich 
wird; die rationale Function R{Xq, y^^ZQ) konnte also nur dann un- 
endlich werden, wenn ö(u, ti, u\ verschwindet. Die drei Punkte, in 
denen dies geschieht, sind algebraisch bestimmt, namUch als die von 
i^ifVif ^i)X^2^ y2} ^2)» (^3; ^3» ^3) verschiedenen Nullpunkte «, y/, z{) 
(P^2}y2}^%) {^ifVif^'i) ^^^ Function Dq. Die beiden Systeme von je 
drei Punkten {Xk, yu, ^h) und {Xk, yh, f^h) sind wechselseitig durch ein- 
ander bestimmt; das eine System kann daher ebensogut als unab- 
hängig aufgefasst werden. Demnach ist R(Xq, y^, Zq) eine rationale 
Function, die nur an drei Punkten von willkürlicher Lage unendlich 
werden kann. Eine solche Function ezistirt nicht ausser der Con- 
stanten; daher muss 
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-B'(^o> yo> ^o) = ^ 
sein, wo c eine Con staute bedeutet. Daraus geht nun hervor, dass 
der Quotient 

a( u + h ' • •)© 

als abhängig von {Xq, y^, z^^) aufgefasst, an keiner Stelle Null oder 
unendlich wird. Da dieser Quotient nun symmetrisch in Bezug auf 
die vier Werthsysteme (a?Ä, Vhy ^h) ist, so folgt, dass dieser Quotient, 
auch als Function von Uj xi, u aufgefasst, für alle endlichen Werthe 
dieser Argumente einen endlichen, von Null verschiedenen Werth hat. 
Vermehrt man nun in dieser Function die Argumente um ein 
Periodensystem, so ändert sich dieselbe nur um einen constanten Factor. 
Aus beiden Eigenschaften zusammen folgt, dass dieser Quotient eine 
Exponentialgrosse sein muss, deren Exponent eine lineare Function 
von u, u, u' ist. Hieraus aber ergiebt sich, dass das Grossensystem 
h^ h\ Ji' ein Periodensystem sein muss. Wir erhalten also: 

Ä = 2'ar, Ä' = 2^, Ä' — 2^"; 
daher 

Damit ist die Umkehrung bewiesen. Man sieht hier zugleich, dass 
man durch Hinzufügung eines Periodensystems zu einem beliebigen 
der 2r Grössensysteme (v«, Va, v«"); (w'«» ^ay ^a) bewirken kann, 
dass gradezu 

r — 1 r— 1 r— 1 

wird ; der Factor 4) wird dann eine Gonstante. 

Aus diesem Satze folgt zunächst das AbeFsche Theorem. Be- 
zeichnen wir durch 

(^«, Vay fia) (« = 0, 1 • • • r — 1) 

die Punkte, in denen eine rationale Function rten Grades von (x^ y, z) 
verschwindet, und durch 

(a?« , yay Za) (a — 0, 1 . . . r ~ 1) 
diejenigen, in denen sie unendlich wird, und bildet man das Product: 

^ = JLI \ü{U{x, y, z) - U(x^\ y,\ z^') • • ) J 

(unter 6^ verstehen wir irgend eine ungrade Function), so wird dieser 
Quotient genau an denselben Stellen und von derselben Ordnung Null 
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und unendlich, wie die gegebene rationale Function JB(a;, y, j?) selbst. 
Denn wir wissen, dass, wenn in der Function <y(w,u, u"),» für die 
Argumente u, u\ u" die Differenzen 

U{x, y, z) -• U{x\ y\ z), U' {x, y, z) - U\x\ y\ /), 

W {x, y, z) ^ ?7" (x, y\ z) 

eingesetzt werden, 0n in eine Function von (a;, y, z) übergeht, die nur 
im Punkte (x , y', /) und dem festen Punktepaare (n) verschwindet. — 

Demnach ist 

Q = it>R(x,y,z\ 

wo einen Factor bedeutet, der nirgends verschwindet, noch unend- 
lich wird. Wenden wir nun den oben bewiesenen Satz an, so er- 
halten wir: 

r— 1 



(60) 



a = 
r— 1 

r — 1 
^0 = 



( £r (a;a, yay Za) - Zr (rc„', y«', ^e^a') ) = 21!^, 



also den Aberschen Satz über die Integrale erster Gattung. In diesem 
liegt der Grund, weswegen die Ausdrücke der (T- Quotienten, welche 
wir aufgestellt haben, unabhängig sind von der Lage der Linie H ^= 0, 
von der doch die unteren Grenzen der Integrale abhängen, durch welche 
die Argumente ausgedrückt sind. Denn wenden wir den Abel'schen 
Satz auf die rationale Function 

H^ ^ AH+BH+C~R 

H' ^ ÄH + B'H+ C'M 

an, welche in den vier Punkten (a*, 6*, c*) (ä «« 0, 1, 2, 3) gleich Null, 
in vier andern: (ah^W^Ck) unendlich gross wird, so erkennen wir, 
dass sich die Integral - Summen : 

3 3 




^\ü'\a,,h,c,)\ =^{Vn 

entweder gar nicht, oder nur um ein Periodensystem ändern, wenn die 
vier von den Doppelpunkten verschiedenen Nullpunkte der Function 

H durch die einer andern linearen Function von Hj Hy H ersetzt 
werden. Daher können auch die Argumente auf diese Weise sich nur 
um Perioden ändern. 
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Lassen wir speciell die linearen Ausdrücke H, H' mit zweien der 
28 Functionen if„, H^ —- also zwei Doppeltangenten im Gebilde jlf=() 
— zusammenfallen, so fallen die Punkte («a, 6a, c*) paarweise zusammen, 
und ebenso die vier Punkte (a*', 6*', Ck)- Wir bekommen also dann: 



oder: 



A=0 



2{ ü'Cflr.A, 6a, Ca) — U{aH, 6a', C ')} = tar; 

A^O 

und die entsprechenden Gleichungen gelten für die andern Normal- 
Integrale TT und ET'. 

Denken wir uns für den Augenblick die Integrale als Functionen 

von Hj H, Hf und bezeichnen durch o«, a«', a«" die drei Normal- 
Integrale, ausgedehnt von einem festen Punkte bis zu einem Be- 
rührungspunkte der Doppeltangente Hn = 0] durch 6«, 6^', 6„" die- 
jenige, welche von demselben festen Punkte bis zum andern Berührungs- 
punkte erstreckt sind; dann folgt hieraus, dass durch die Summen je 
zweier bestimmter Integrale 

{an — Om) + (6n — 6«), 

(a.'-a;) + (6,'-6;), 

deren untere Grenzen die beiden Berührungspunkte der Tangente 
Hm ==» 0, und deren obere Grenzen die Berührungspunkte der Tan- 
gente JETn BS sind, ein halbes Periodensystem dargestellt wird. Dieses 
halbe Periodensystem können wir auf folgende Weise n&her bestimmen. 
Wir bilden den Quotienten: 

k soll irgend einen ungraden Index bedeuten. Von diesem Quotienten 
ist leicht zu sehen, dass der Zähler an denselben Stellen verschwindet, 
wie der Nenner. Denn es wird der erste Factor nur Null in dem 
einen Berührungspunkt der Tangente Htn=^0, nur unendlich in dem 
einen Berührungspunkt der Doppeltangente H^ = 0] der zweite Factor 
wird Null in dem andern Berührungspunkt der Tangente H^ °« 0, 
unendlich in dem andern Berührungspunkt der Tangente JSi, «> 0. In 
denselben Punkten, in welchen die beiden ersten Factoren verschwinden, 
wird der dritte unendlich; und umgekehrt verschwindet der dritte 
Factor in den beiden Unendlichkeitspuukten der beiden ersten. Q ist 
also eine Function von x, y, e, die nirgends Null und nirgends unend- 
lich wird. Wir können jetzt 6{U - • •)» ersetzen durch das Product 
Yonö{U — (o^^*")m mit einem Exponentialfactor; dadurch erh&lt man 
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WO 4) eine Function bedeutet, die weder Null, noch unendlich wird. 
Nach dem Satze, welchen wir vorhin bewiesen haben, muss nun: 

an — Om+K —bm= GjT"* + StT, 

(61) an - a; + bn - 6; = ü>"'*' + 2< 

an- ar::+ bn'- C= «""'+ 2^" 

sein. Dadurch ist jetzt der Index, der zu dem halben Periodensystem 
tr, tr', tar" gehört, bestimmt. 

Will man jetzt in der Darstellung des Quotienten 

(59) -r-^-^ = C -^ . 

auch den constanten Factor C bestimmen, so wähle man einen Index r 
so, dass die zusammengesetzten mr und nr grade werden — was, wie 
schon in § 20 gezeigt worden ist, jedenfalls möglich ist — und zer- 
lege r in zwei ungrade Indices k, l. Man kann dann die vier Func- 
tionen pm, 2m; ^m> 5^ ; die zur Bildung von I>„, verwendet werden, so 

wählen, dass pm und q^ den Factor l/Hkj ^m und s», den Factor 

j/Hi enthalten, dass also 

p„, = Akm ySkj qm = BkmV^k, 

ist, wo Akm und B^m Wurzelfunctionen zweiter Ordnung mit dem 
Index fcw, Äim und Bim solche mit dem Index Im sind. In der Wahl 
dieser vier Functionen hat man noch eine gewisse Freiheit, da jede lineare 
Function von Ak m und Bkm wieder eine Function derselben Art ist. 
Ebenso können wir, da auch nhl grade ist, setzen: 

Pn^AunYH^, q, = BknVHk, 

Tn = Am ySl, Sn = Bin V S^ 

Die acht Grössen A, B denken wir uns irgendwie bestimmt, so dass 

jetzt -^ ein bestimmter Ausdruck wird. Nun setzen wir in der Formel 

(59) für die oberen Grenzen der Integrale Üq, 17,, CT,, U^ bestimmte 
Punkte des Gebildes Ufas 0; wir setzen nämlich fest, dass die Punkte 
(^o> Vtii ^o) und (ic, , y, ,5,) den beiden Berührungspunkten der Tangente 
Hi = 0, und {x2, ^2» ^2)1 (^3> Vsf H) ^^^ beiden Berührungspunkten 
der Tangente S* = entsprechen sollen. Dann geht t/,, + ^1 iu 
«/ + 6/, £^« + £^3 iu ük + bk über. Ausserdem ist aber nach dem 
Abel'schen Satze: F« + F, + F2 + F^ = 2a/ + 2&, + 2t5'. Es 
st daher 

ScHOTTKT, Abel'tohe Funct. 9 
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ak 



ai -\- hjt — bi — 2'Vf. 



Ä=0 



Das Entsprechende gilt für die andern Argumente w', m". Wir er- 
kennen daher, dass bei den Voraussetzungen, welche wir gemacht 
haben, die Argumente u, u, u" in ein halbes Periodensystem mit dem 
Index hl übergehen: 



u 



»t 



kl 



ra "+2t!r". 



Der Quotient — geht daher über in: 



-I- 



eine Grösse, die leicht durch die Moduln ausgedrückt werden kann. 
Auf der rechten Seite der Gleichung (59) haben wir nun 

Ä,o = 0, ^1=0, 5*2 = 0, 5*3 c=0 
zu setzen. Dadurch werden die Grössen r^, s^, rj^, s^, p^, g^, p^, 
9^ gleich Null; die Determinante Dm geht demnach über in 
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In derselben Weise zerfällt die andere Determinante D«; indepi wir 
den gemeinsamen Factor beider 

yw,^ ys? i/H,i j/H? 

fortlassen, erhalten wir demnach: 






D. 



In dem ersten Factor genügen die vorkommenden Grössen EP und W 
den Gleichungen Hi^ = und Hi^ = 0, in dem zweiten die Grössen 
H'^ und' H^ den Gleichungen Hk^ = und Hk^ = 0. Die Ausdrücke 
lassen sich reduciren durch Anwendung der in § 9 aufgestellten Re- 
lationen unter den Wurzelgrössen. Auf diese Weise gelangt man 

Dm 



schliesslich dazu. 



Dn 



durch die Parameter allein darzustellen. Der 



Coefficient C ist dann gegeben durch die Gleichung: 
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Die Unbestimmtheit des Vorzeichens rQhrt nur daher ^ dass der 
Quotient — sein Zeichen wechselt, wenn die Argumente um ein Perioden- 
System vermehrt werden. Bei der Darstellung eines Products 









in welchen die Indices m, n, w', n der Bedingung mn ^^^ mn ge- 
nügen, föllt diese Unbestimmtheit fort. Jede AbeVsche Function lässt 
sich daher auf diese Weise vollständig, auch mit Einschluss des Zeichens, 
bestimmen. 

Genauer geht auf die Aufgabe der Constauten- Bestimmung Herr 
Weber in seiner Theorie der AbeFschen Functionen vom Geschlechte 3 
ein, aus welcher diese Methode entlehnt ist. 

§ 24. 
Wir erhielten die Function öm dargestellt in dieser Form 
(62) ^ö^ ^ CmD^, 

wo ^ ein allen 64 Functionen gemeinsamer Factor ist. Wir wissen 

ferner, dass die Ausdrücke der Quotienten -^ unabhängig sind von der 

Lage der Linie H = 0. Wir können deshalb — indem wir ^P* noth- 
wendigen Falles noch mit einem constanten Factor multipliciren — 
annehmen, dass auch Cm von den Grössensystemen (ag, h^, c^) etc. 
unabhängig ist. 

Das Product WOm ist demnach als Function von (oJq, y^y Zq) (oder 
der entsprechenden Grössen (Hq, Hq, Bq)) zunächst definirt als eine 
Wurzelfunction dritter Ordnung mit dem Index m, welche an den drei 
übrigen Punkten {Xh, ya, 0h) verschwindet. 

Diese Bedingung definirt die Function bis auf einen von {Xqj y^,, Zq) 
unabhängigen Factor. Dieser Factor wird näher bestimmt durch die 
weitere Forderung, dass WOm eine alternirende Function der vier 
Werthsysteme sein soll. 

Ausdrücke von ganz anderer Form erhält man, wenn man die 
Wurzelfunctionen dritter Ordnung durch Functionen von a;, y, je? er- 
setzt. Wir haben hier zunächst die Fälle zu unterscheiden, in denen 
m ungrade ist, von denen wo m grade ist; für diejenigen, in denen 
m ungrade ist, sind wiederum die Fälle zu sondern, wo m eingliedrig 
ist, m = x, von denen wo m zweigliedrig ist, m=>xA; endlich sind 
für grade Indices die beiden Fälle m «= und m = xAfi zu unter- 
scheiden. 

9* 
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I. Es sei m = X. 

Dann stellen wir folgende Wurzelfunctionen auf, durch welche wir 
Wöx ausdrücken können: 

VK,H, yW^JS, 1/H.H, j/H^xVH^i/W^. 
Dass diese linear unabhängig sind, erkennt man auf folgende Weise. 
Es ist 

daher: 

Wenn zwischen den vier aufgestellten Functionen eine lineare Glei- 
chung bestände, so müsste demnach eine solche auch bestehen zwischen 

Hj Hj H, FifiGxx- 

Das ist aber unmöglich; denn H, H, S sind linear unabhängig, und 
die letzte Function hat im Punkte x einen von Null verschiedenen 
Werth, während die drei andern in diesem Punkte verschwinden. 

Nach Absonderung des Factors j/JS, geht also jede der auf- 
gestellten vier Grössen über in eine homogene Function dritter Ord- 
nung von X, y, Zy die in allen sechs von x verschiedenen Punkten der 
Reihe 1 , 2 • • • 7 verschwindet. Nun muss ^(T« , als Function von 
(^0» y^y ^ü) aufgefasst, ausserdem der Bedingung genügen, dass sie 
verschwindet an den drei Stellen {Xhj yh, Zh) (A = 1, 2, 3); es ist 
demnach 



WiS, = yH,^F{x,,y,,z,), 

wo F{Xq, yQy Zq) eine homogene Function dritter Ordnung von {XQfPQ, jgr,,) 
bedeutet, die an den drei Stellen {x/,, yf,, Z/,) und den sechs von (a«, 6x, Cx) 
verschiedenen Stellen (r/„, 6^, Ca) verschwindet. 

Hierdurch ist P(xQy i/q, je?„) ebenfalls bis auf einen von (a;,j, y^,, Zq) 
unabhängigen Factor definirt. Wir können nun eine Function dritter 
Ordnung, die diesen neun Bedingungen genügt, in der Form einer 
Determinante aufstellen. Die erste Horizontalreihe derselben möge ge- 
bildet sein durch die Grössen: 

die darauf folgenden dadurch, dass wir Xq, y,), Zq der Reihe nach er- 
setzen durch a;, , i/p ^, ; ajj, ^2? ^2? ^3; !/3? ^s ^^^ ^i® sechs von (ax,6«, Cu) 
verschiedenen Werthsysteme (öf„, ft«, o«); und zwar mögen diese in der 
Weise auf einander folgen, wie die Indices: «, ß, y, d\ A, fi. Diese 
Determinante ist eine alternirende Function aller zehu in ihr vor- 
kommenden Grössensysteme. Um aus ihr einen in Bezug auf die von 
X verschiedenen primitiven Indices a, ß, y, d, A, fi symmetrischen Aus- 
druck zu erhalten, multipliciren wir sie mit dem alternirenden Vorzeichen : 
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und bezeichnen das Product durch P^* 
Wir erhalten jetzt: 

wo C einen von {x^y y^, sIq) unabhängigen Factor bedeutet. Wir 
setzen nun: 

Dann ist 



Wa, = r, j/H^^ ys^' }/H,^ y/H^^ Px . 

Hier muss der Factor rx nicht allein von {x^y y^j 0q), sondern auch, 
da WOx eine alternirende Function der vier Werthsysteme sein soll, 
und Px eine solche ist, von den übrigen Werthsystemen unabhängig, 
d. h. eine durch die Parameter ausdrückbare Gonstante sein. 

Die Verhältnisse dieser sieben Constanten r« (auf die es allein 
ankommt, da wir nur die Quotienten der 6 bestimmen wollen), lassen 
sich durch folgende Methode angeben. Es ist klar, dass sich jede 
homogene Function dritter Ordnung von (a;^, y^, Zq), die an den drei 
Punkten (x^, y^y 0h) {h = 1,2,3) verschwindet, durch ein lineares 
Aggregat der sieben Functionen P« darstellen lassen muss: 

7 

F i^OJ y07 ^o) = ^i^a Pa)^ 

a = l 

um die Coefficienten zu bestimmen, setzen wir (oJq, ^q, 0q) = (ax , &x , Cx). 
Dann verschwinden alle sieben Functionen P« mit Ausnahme von P« ; 

den Werth, den Px im Punkte x annimmt, wollen wir durch F^ be- 
zeichnen. Es ist also 

P(ax,&x,crx) = ^xPx^ 

Nun ist Px = eD, wo e das vorhin gegebene Vorzeichen, und D eine 
Determinante bedeutet. Setzen wir in dieser Gleichung (^Jq. i/q, Zq) 
= («X , 6x , Cx), so erhalten wir 

wo D eine alternirende Function sämmtlicher zehn Werthsysteme 
(^Ä, yh, 0h) (Ä = 1, 2, 3), (a„j ba, Ca) (a = 1, 2 • . • 7) bedeutet. Ver- 
tauschen wir in dieser Gleichung x mit a, so ändert die Determinante 

D ihr Vorzeichen; wir erhalten also 

P^=- e'Dy 

WO 

ist. Nun ist 
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^0 tfo ^0 




^0 Vo ^0 




^0 yo ^0 


^1 yi ^1 




^2 y^i ^2 




^ Vz ^3 


dx bx Cx 




aji bx cx 




öf/i 6/i Cf, 



es ist also — s = s, und daher: 

X a 

Hieraus sehen wir, dass der Werth des Ausdrucks P* = «/) von dem 

Iudex X unabhiingig ist. Wir bezeichnen diese Grösse durch P. Wir 
erhalten demnach die Identität: 

7 

Diesen Satz wenden wir an auf eine bestimmte^ in den gegebenen 
Punkten verschwindende Function dritter Ordnung; nämlich auf das 
Determiuanten-Product 



F{x^,yo,^o) 



Hier ist 

F{ax, bx. Cx) = 0, F{ax, bx, cx) =- 0, F {a^y ft^, c^) = 0; 
dagegen 

F{aa, ba,Ca) = i— 1)*^'' ^ <' F {x^ , y,, ^, )„x F{.r,,y.,, g^)aX F(x^, »3» fO«/«; 
wenn « von x, X, ^l verschieden ist. Wir setzen der Kürze wegen: 

Dann besteht also die Identität: 

Wir denken uns nun die drei Werthsysteme {Xhj y*, ^ä) (A = 1;2,3) 
so beschränkt; dass die Gleichung 

P = 
erfüllt wird. Das Verschwinden des Ausdrucks P — oder, was das- 
selbe ist; der Determinante D — sagt aus, dass es möglich ist, eine 
Function dritter Ordnung dreier Grössen Xj y, z zu bilden, die an den 
Stellen (Xh, yh, Zh) (ä = 1; 2, 3) und den sieben Stellen (««, ba, Ca) 
(a s= 1, 2 • • • 7) verschwindet. Es lassen sich nun alle Functionen 
dritter Ordnung, die an den Stellen 1, 2 • • • 7 verschwinden, linear 

durch H{x, y, z), H {x, y, z), JS (x, y, z) ausdrücken. Die aufgestellte 
Bedingung ist daher gleichbedeutend mit folgender: Es muss ein 
linearer Ausdruck 

H = AH+JJH+CE 

existiren, der an den Punkten (x^, y, , ^,), (Xj, y.^, ^i)? (^3» y^y-^D ^®^' 
schwindet. Werden die drei Werthsysteme in dieser Weise beschränkt, 
so gilt die Gleichung: 
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Nun lassen wir in den Ausdrücken der Argumente 

3 

ti = ^ j U {xh, ijh, Zh) — ü ißh, 6a, Ch)\ , ete. 

{x^jV^jZ^) mit («t, fei, c,), {x^, y^, z^) mit (a.^, fej, Cj), (Xj, yg, ^3) mit 
(^3 ; fes 9 ^3) zusammenfallen. Dann ist die geforderte Bedingung erfüllt. 
Es geht aber hierdurch <y(M,w',u")x über in<y( C7'(fl;o,yo>^o) ~- Via^, feo,Co)--)x; 
daher wird 



pö^ = j/H {Xq, yoi ^o)x VS (ao, feo? ^0)«» 
wo p einen von den Indices unabhängigen Factor bedeutet. Da 
gleichzeitig 

W6^ = r^ j/W(x^,'zö)^ /S(ä|7fei7ci Tx ^2f (aj, fe^, c^)n yH~(a^^^c^n Pn 

ist, so ergiebt sich demnach: 

7. y j/iBr(oo,6o»co)x 



^P ^-H (a, , 6, , cj)^ jZ-H (0,, &„ c,)^ }/H (a, , 6, , c,), 

Wir erhalten also die Relation: 

ir(») pC«» ip(3) ^g-ö \ 




aTp^yd 



(- l)*^^l 



0, 



welche allemal dann gilt, wenn die mit 0, 1, 2, 3 bezeichneten Punkte 
zusammenfallen mit den von den Doppelpunkten verschiedenen Null- 
punkten einer Function H = -4-Br+ BH -^ Cff. Wir ersetzen jetzt 
die lineare Function F durch Wurzelgrössen : 

^' — m — ' 



"^ yW 



Dann geht die gefundene Gleichung über in folgende: 




Diese muss stets dann gelten, wenn die mit 0, 1, 2, 3 bezeichneten 
Punkte der Curve Jf = auf einer Graden liegen. Wir lassen nun 
die Grade, auf der diese Punkte liegen, mit einer Doppeltangente 
Ed = zusammenfallen. Dann fallen auch die Punkt« 0, 1, 2, 3 
paarweise zusammen; und zwar mögen die Punkte und 2 mit dem 



136 AbrisB einer Theorie der Aberschen Fanctionen dreier Variabeln. 

einen ^ 1 und 3 mit dem andern Berührungspunkt zusammenfallen. 
Dadurch ergiebt sich: 



(_ ly^fi I 



^a 



0. 



Diese Gleichung gilt stets, wenn unter 0, 1 die beiden Berührungs- 
punkte einer Doppeltangente Ha = verstanden werden. Wir setzen 
jetzt d== d. Dann ist 

die Gleichung reducirt sich demnach auf folgende: 

s {(- i)x.. , <■ ^^3.1^1!^}^^.^ = 0. 

Nun ist aber allgemein (nach der ersten Formel des in § 9 auf- 
gestellten Systems): 

(_ lyt-'f^giy/H^yHaX + (- \)'<'^!>faixVMi,VHf~l 

+ (_ 1)«/» I if^^, f/Hi ySn = 0; 
folglich, da Jff/ = 0, 

Ebenso ist: 

vmvmx : Vh^v^x = (- ly > « r.ix -. (- 1/ • ^ fr»x. 

Daher können wir die zuletzt entwickelte Gleichung folgendermassen 
schreiben : 



S \ 
oder: 



/ nx JliU d I o 'udXy ^a*y ^ ufi I __ Q 



(__ ])/jyl« ^aSxV^axy^ a^K ^ ^j. 



s 

und diese muss gelten, wenn der Punkt 1 irgend einen der beiden 
Berührungspunkte der Tangente H^ = bedeutet. Wir wissen aber 
aus dem in § 9 aufgestellten Gleicbungssystem, dass zwischen den Grössen 



vm.VHU, VH'f.VHf^, vh^vh),, 

ganz unabhängig von der Lage des Punktes 1 , die Relation besteht: 

Nun muss diese Relation mit der vorigen identisch sein. Denn sonst 
würden wir den Quotienten 



Vh^ vif 



val.viiU 
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ausdrücken können durch die Coefficienten beider Gleichungen; wir 
würden also denselben Werth erhalten, gleichviel, ob wir die Coordi- 
naten des einen oder des andern Berührungspunktes einsetzen. Nun 
ist aber 



daher : 



Q 



flidxfiidf* Hl 



H. 

ist. Es würde also der Quotient W^ denselben Werth in dem einen, 

wie in dem andern Berührungspunkte haben. Dasselbe würde gelten 

von j^. Dies aber würde heissen, dass die beiden Berührungspunkte 

zusammenfallen. Da dies unmöglich ist, so können die beiden Glei- 
chungen nicht verschieden sein. Es müssen daher die Coefficienten 
übereinstimmen; d. h. es muss allgemein 

sein. Wir können daher setzen: 

1 
rx = — • 
9n 

Somit ergiebt sich jetzt, mit vollständiger Gonstanten-Bestimmung: 
(63) Wo, = tj y^i\ ^ Px. 

II. Es sei jetzt m ^^ xX, 

Für diesen Fall wird die Darstellung von W6m eiiie ähnliche; nur 
tritt hier anstatt Px eine Function vierter Ordnung Q^x auf. Wir 
stellen das System der Wurzelfunctionen dritter Ordnung mit dem 
Index xA auf: 



KBTaä, VHnxH, VH^xS] ys.^yHxVH^. 

Diese multipliciren wir mit y^l/Hxl/Hx, Dann wird 

m •'' Vt Bx-F,,Hx; 

durch die Multiplication entsteht also folgendes System: 

FfcxS, t\xS, FxxB, FjtjuHx' 
Hieraus erkennt man zunächst, dass die aufgestellten vier Grössen 
wirklich linear unabhängig sind, also zur Dartellung von Wö^x ver- 
wandt werden können. Denn zwischen H, H, S besteht offenbar 
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keine lineare Gleichung; wäre aber Fuf^Hi durch die Grossen FgxH 
etc. ausdrückbar, so wäre F^f^Hi = F^xH, wo H eine homogene Func- 
tion dritter Ordnung bedeutet. Diese Gleichung müsste eine Identität 
sein, weil sie nur von der vierten Ordnung, die Gleichung zwischen 
X, ffy z aber von der sechsten Ordnung ist. Es müsste also Hx identisch 
durch Fxx theilbar sein; was nicht der Fall ist. 

Alle vier zuletzt aufgestellten Functionen: F^xH etc. sind nun 
von der vierten Ordnung und haben die Eigenschaft gemein, dass sie 
an allen Stellen 1, 2 • • • 7 verschwinden, an den Stellen x, X aber von 
der zweiten Ordnung. Dies überträgt sich sofort auf das lineare 
Aggregat, durch welches Wöjtx dargestellt werden kann. Es muss 

sein, wo ^ (a?o> ^o; ^o) eine homogene Function vierter Ordnung von 
(Xq, yo> ^o) bedeutet, die an den Stellen 1, 2 • • • 7 verschwindet, und 
zwar an den Stellen x, k von der zweiten Ordnung. Ausserdem muss 
diese Function verschwinden, wenn {Xqj y^, z^ = {Xh, yhj Zk) (Ä = 1,2,3) 
gesetzt wird. Diesen Bedingungen können wir folgende Form geben: 

Q{^H.yH,Zk) = (Ä=l,2,3); 

Q {Oa, ha, Ca) =0 (« ^ X, ^), 

endlich 

für a: = ax, y = 6x, ^ = c» und für x ^= ax, y = bx, z = c^. 
Dies sind 14 linear^ homogene Gleichungen zwischen den 15 Coefti- 
cienten der Function Qix^y^z). Dieselbe ist daher durch diese Be- 
dingungen bis auf einen von (a;^, i/q, Zq) unabhängigen Factor bestimmt. 

Wir stellen diese Function wieder durch eine Determinante dar. 
Die erste Uorizontalreihe sei: 

V/ V^o» V^o; W. Vyo^o--V- 

Die darauf folgenden acht Reihen sollen dadurch entstehen, dass man 
in der ersten {Xq , y^ , Zf^) ersetzt der Reihe nach durch 

(^11^1 ? ^l); (^2; 2/2; ^2)» (^3? .V3> ^3)» (««1 ^«» ^«)» W; ^/*» 9)> 

(fly, fty, Cy) , (a^ , bs , Cd) , (a^ , b,,, Cf,) ; 
die nächsten sechs dadurch, dass man die Glieder der ersten Reihe 
nach XQf y^^, z^ diflferenzirt, und dann {x^y yo,Zf^) erstens durch (a«, 6«, c«), 
zweitens durch {ax, bx, Cx) ersetzt. Die letzte Reihe ist demnach: 

0, 0, ai^, 0, ax^bx''4cx^. 

Diese Determinante ist eine alternirende Function der neun Werth- 
systeme: 

ip^h) 9h, ^h) (Ä -= 0, 1, 2, 3), (da, bat Ca) (« vou X, A Verschieden), 
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und in Bezug auf jedes derselben von der vierten Ordnung; ferner 
ist sie eine altemirende Function der beiden Grössensysteme (üjt, &», c«) 
und {ax, ii, Ci), und in Bezug auf jedes von der neunten Ordnung. 
Um aus ihr eine Grösse zu erhalten, welche in Bezug auf die ludices 
^y ßi yt ^7 f^ einerseits und x, X andrerseits symmetrisch ist^ multipliciren 
wir sie mit dem Vorzeichen:' 

£ = (— l)a|/*yc>iu+/*ly(JA*+y|(>A*+(^l/*+»U. 

Das Product können wir dann bezeichnen durch Qux- — Nun ist Q^x 
eine altemirende Function der vier Werthsysteme {x^y yh, J^h)] ^^xx 
soll dieselbe Eigenschaft haben; daraus folgt; dass wir setzen müssen: 

wo der Factor r^x sowohl von (x^,yot^o)f *ls den übrigen Veränder- 
lichen unabhängig, also eine durch die Parameter ausdrückbare Con- 
stante sein muss. 

Aus der Form, in der wir die 28 un^aden (T- Functionen darge- 
stellt haben ; geht die Existenz der zwischen ihnen bestehenden Re- 
lationen hervor. Ein Theil derselben geht sogar über in identische 
Determinanten-Relationen, gültig für unbeschränkte Werthe der Grössen 
i^h) Vh} ^h)y und von ähnlicher Natur, wie die Relationen zwischen den 
Determinanten -Ausdrücken jp^i, Gxi, -Hx, zu denen wir durch die 
Betrachtung der Beziehungen zwischen den speciellen a- Functionen 
gelangt sind. 

Nehmen wir diejenige Relation unter den ungraden o, von der 
wir am Anfang ausgegangen sind: 

SO verwandelt sich diese, durch Einsetzung der gefundenen Ausdrücke 
für die o, in 

(65) S \{-iyy^^-9a.frönf6fl.fflynPaQa.\=0, 

wo Qax für rarxTan gcsctzt wordcu ist. 

Wir behaupten nun zunächst, dass diese Gleichung eine Identität 
ist. Nehmen wir an, dass zwar (a:, , y, , z^), {x^, y^y ^2)» (^31 y%) fO der 
Gleichung L=-0 genügen, ^z:,, , t/^ , ^Tq aber unabhängige Grössen sind, 
und bezeichnen unter dieser Voraussetzung die linke Seite der Gleichung 
(65) durch -5f (a^o, yo; ^0)? ^^ ™uss 

sein, weil M stets verschwindet, wenn das Werthsystem (^o,yo>^o) 
der Gleichung Z = genügend angenommen wird. F (a:«, y©; ^0) iJ^uss 
eine lineare Function sein, da Fa von der dritten, Qan von der vierten^ 
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L aber von der sechsten Dimension ist. Nun verschwindet zwar 

L {x^, Vo, ^o) an den Stellen {x^, y,, ;?,), (x^, y^y ^2)1 i^s> »3» ^3); a^er, 
da dies keine Doppelpunkte der Gleichung sind; nur von der ersten 
Ordnung, während M {Xq, y^y 0q) an diesen Stellen von der zweiten 
Ordnung verschwindet. Es müssfe demnach die lineare Function 
F{Xq, y^y 2q) ebenfalls an den drei Stellen verschwinden. Dies ist 
nur dadurch möglich, dass F — und somit auch M — identisch ver- 
schwindet. 

Hierauf gestützt, können wir jetzt dieselbe Folgerung machen, 
indem wir (x^y y^, Zq) und (a;, , y^y jß?,) als unabhängige Grössen an- 
sehen; und indem man dies fortiietzt, erkennt man, dass die Gleichung 
(65) gilt, wenn die Grössen (x^y y^ ^a), ebenso wie die Parameter 
(flaj &ai Ca)y als Unabhängige Grössen angesehen werden. 

Femer lässt sich leicht zeigen: Die Verhältnisse der Grössen Qany 
Q(in} QyTtt Qdx enthalten die Parameter cra, bxy o; a^, 6^, c^ nicht. 
Denn nehmen wir das Entgegengesetzte an, und vertauschen (ai, biy Ci) 
der lleihe nach mit {x^y y^^, e^) (o;,, y^y 0^) {x^y y^, Z'^^ Die Determinanten- 
Ausdrucke Pa und Qa» vertauschen dadurch nur ihr Zeichen. Dann 
bekämen wir vier, und mit der ursprünglichen, fünf homogene lineare 
Gleichungen zwischen den Producten Pa^««, PßQ^x) PyQytty PdQd*y 
die offenbar unabhäugig von einander sein müssten. Dies ist un- 

möglich. Es kann daher der Quotient -^ nicht die Grössen (ax, bxy cx) 

enthalten. Dies gilt natürlich für alle vier Indices A, die von a, ß 
und K verschieden sind. Eine nähere Untersuchung der Gleichung 
zeigt nun, dass dieser Quotient auch von (a«, 6«, c«), (cr^, 6^^, c^) 
(a«, &«} Cjt) nicht abhängen kann. Denn schreiben wir die Gleichung 
in dieser Form: 

^ftx 

so ist in Bezug auf a^, hay c^ auf der rechten Seite jedes Glied eine 
homogene ganze Function von der Dimension 9. Es ist daher 

^^ P O 

eine ganze homogene Function neunter Dimension von a«, bay Ca- 
Diese muss, da die Determinanten P„ und Qax keine Theiler besitzen, 
die selbst ganze Fi\nctiouen von a^, bay Ca wären, durch Fa und Qax 
theilbar sein ; und zwar so, dass der Quotient wieder eine ganze Func- 
tion ist. Nun ist Pa von </„, bay Ca unabhängig, Qati dagegen von 

der Dimension 9. Daraus folgt, dass -^ eine ganze Function Oter 
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Dimension von a«, fc«, Ca ist. Das heisst: -- enthält a«, 6«, c« gar 
nicht; ebensowenig natürlich a^, 6^, c^. 

Es konnte hiernach — - höchstens von (a* , 6« , c^ abhängen. Aber 

auch dies ist unmöglich ; denn man kann -^ zerlegen in -^ , und 

^- . Von beiden Factoren ist durch das Vorhergehende gezeigt; dass 

sie von ax; h^^ Cx unabhängig sind; folglich gilt dassselbe von -^ • 

Nun enthält die Gleichung, durch welche dieser Quotient völlig be- 
stimmt sein muss, ausser den Veränderlichen und den Parametern noch 
die alternirenden Vorzeichen. Aber auch diese fallen fort, sobald man 
anstatt der Grössen P«, Qax etc. und der Grössen fydx) fd[ix etc. die 

reinen Determinanten -Ausdrücke einführt. Es muss daher - einen 
rein numerischen Werth haben. Hieraus folirt offenbar, dass -^=-^ 

9{in Qax 

sein muss. Nun kann -^ nicht gleich — 1 sein; denn dann würde 

man erhalten: Qax = — 9(ix, Qau = — 9yx> 9/*» = — Qy»> "°^ ^®s 
würde einen Widerspruch einschliessen. Daher muss ^^x "= 9/^» sein; 
d. h. es müssen alle 21 Grössen Qtex denselben Werth haben. Nun ist 

1 
(hx = rxrxVxx = c\ r* = —- ; 

"x 

daher erhalten wir: 

c 

Txl = 



9x9x' 



w """-^i:n\ 



/i/Sfyi/f : 



wo jetzt c für alle 21 Functionen öxx denselben Factor bedeutet. Zu- 
gleich erkennen wir, dass zwischen den Determinanten- Ausdrücken F 
und Q <lie folgende identische Relation besteht: 

S U^\yy^^-fy^xfö,xf;iyxPaQax\^0, 

111. Es sei m = xAft. 

Für die graden (7 - Functionen lassen sich Ausdrücke von genau 
analoger Form nicht aufstellen. Es tritt hier ein ähnliches Verhalten 
ein, wie in der Theorie der AbeFschen Functionen von zwei Argu- 
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'nX 



menteD, wo die Quotienteu — ebenfalls in ganz anderer Form dar- 



gestellt werden, wie die Grössen iL (unter 6„, verstehen wir dort die 

Function 0(w, u\ ft"**, v**), oder eine Function, die sich von dieser 
nur um einen willkürlich anzunehmenden constanten Factor unter- 
scheidet). 

Für m = xkfL stellen wir folgende Wurzelf unctionen auf: 



VH.j/H.xVHT,, VHxVHx.VH,., yH^VS^nVR^i, 

l/mj/HxVH^. 
Diese multipliciren wir sämmtlich mit dem Factor: 

E 



Da das Product dieses Factors mit }/HtiyHnxl/Ilttfi gleich F^iF^f^ 
ist, so bekommen wir dadurch folgendes System: 

TT TT TT 
TP TP TP TP TP TP * i M 
J^nxJ^nfij -tXfiJ^Xn, Jffix-t/iX, ^ , 

von dem leicht einzusehen ist^ dass die einzelnen Grossen unter einander 
linear unabhängig sind. Denn zwischen den ersten drei Gliedern, 
welche quadratische Functionen von x, y, z sind, die in den Punkten 
X, A, ft verschwinden, besteht offenbar keine Relation. Der letzten 
aber können wir, da 

HnHxGnx = B,Fxx 
ist, die Form geben: 

(^nx ' 

Wäre diese durch die drei frühereu ausdrückbar, so müsste eine Glei- 
chung bestehen von der Form: 

wo G eine homogene quadratische Function bedeutet. Diese Gleichung 
müsste, da sie nur von der vierten Ordnung ist, eine Identität sein. 
Es müsste also Hf^ durch Gxx theilbar sein, was nicht der Fall ist. 
Die Function Wo^Xfi muss deshalb darstellbar sein in dieser Form: 

wo O(x„,yo,iio) ^^^^ quadratische Function bedeutet, die iu den Punkten 
X, X, (i verschwindet. Dieser Ausdruck für yfOxi/i musa ferner su be- 
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stimmt werden, dass er verschwindet, wenn (^Tq, yo, ißro) = (a:*, y*, £?*) 
[h = l, 2, 3) gesetzt wird. Zu diesem Zweck bilden wir eine sechs- 
gliedrige Determinante, deren erste Horizontalreihe durch die Grössen 

gebildet wird. Die darauf folgenden sollen aus dieser dadurch ent- 
stehen, dass man (^o^^oi^o) ^^^ Reihe nach durch 

ersetzt. Diese Determinante multipliciren wir, um sie in Bezug auf 
die Indices x, k, ^ symmetrisch zu machen, mit dem Vorzeichen 

und bezeichnen das Product durch 

(?(0, 1, 2)xi^. 

unter Cr(0, 1, 3)xji^ soll dann diejenige Grösse verstanden werden, 
die aus G(0, 1, 2)xji^ durch Yertauschung des Werthsystems (arj, y,» ^2) 
mit (^3;y37^3) entsteht, u. s. f. Es ist dann offenbar: 

0(0,1,2) = -0(1, 0,2), 
6?(0, 0, 2) = 0, etc. 

Die Function G{XQy yo;^o) ^^^^ ^^uin auf die Form gebracht werden 
können : 

G{^o> Voy ^0) = «G^(0, 2, 3),,^ + 6Ö(0, 3, l)nx^ + cO{0, 1, 2U^, 

wo a, fc, c von (aj^, j/q, s!q) unabhängige Goefficienten bedeuten. Diese 
Coefficienten müssen so bestimmt werden, dass der Ausdruck 



(^(^07 yo7 ^0) + c 






>« 



verschwindet, wenn {x^^ y^, z^ gleich einem der drei andern Werth- 
systeme gesetzt wird. Wir erhalten also: 

Andrerseits ist aber, da G(0, 3, \)*xtt und (r(0, 1, 2)«^^ verscbwindeo, 
wenn (x^, y^, e^) = (a;,, y,, ;?,) gesetzt wird: 

Wir können also setzen: 

a = : 
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In derselben Weise ergiebt sich: 



^M 



HlHlHl 



Die Function, welche wir auf diese Weise erhalten, bezeichnen 
wir durch RxXfi' 



(67) 



»OrrOnrO TT^TJ^u^ 



B.x, = - —-^ 6?(1, 2, 3)«!^ - -«-^-^ G(2, 3, 0),^,, 



U* U^ TJ^ 778 »3 T/3 

-^ ^ ö(3, 0, lU^ - -^' -^ ö(0, 1, 2).XM 



= 2'{±^^^a.2,3w}, 



in welcher Summe jedes Glied aus dem vorhergehenden durch cyklische 
Yertauschung der Werthsysteme (äJq, J/o; ^o) * * ' (^3? ^3» ^3) "^^ durch 
Aenderung des Zeichens hervorgeht. Die Grösse It bedeutet in dieser 
Formel die dritte Wurzel aus dem Product aller sieben Grössen Hai 

sie kann indess auch rational dargestellt werden. 

Da RjiXix offenbar eine alternirende Function der vier Werth- 
systeme ist, so erhalten wir jetzt: 



^»^/<> 



(68) ^POxiu=crT\ -^=- ^r-.-= 

wo c einen von allen Werthsysteraen unabhängigen Factor bedeutet. 
Dieser kann indess möglicher Weise noch von dem Index xAft ab- 
hängen. 

IV. m = 0. 

Hier gehen wir aus von dem System: 

yH,VHii/H7x, ymi/H^j/HTf,, yiryHWH',, v^xvht^vh,., 

oder : 

VRF.x, VllFx^, VRF^., yBl'}^'tht. 

Dass diese Grössen linear unabhängig sind, zeigt sich in derselben ein- 
fachen Weise, wie früher. Es muss sicli also jede Wurzelfunction 
dritter Ordnung mit dem Index in dieser Form darstellen lassen: 
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Der Zähler dieses Quotienten ist eine homogene Function vierter Ord- 
nung, die an allen Doppelpunkten verschwindet, an der Stelle x aber 
von der zweiten Ordnung. Hier ist der Index x bevorzugt; wir können 
aber dieselbe Function in den drei Formen: 

also auch in der Form: 

AGt + BGt+CG^ 



j/R 



darstellen, wo -4, By C beliebige Coefficienten, und G^, G^, G^ homo- 
gene Functionen vierter Ordnung bedeuten, die sämmtlich an den sieben 
Doppelpunkten verschwinden. Wir können also als Nenner eine will- 
kürliche lineare Function der Grössen H, H, H einführen, z. B. die, 
von der wir die unteren Grenzen der Integrale abhängig gemacht 
haben. Es ist dann klar, dass der Zahler ebenfalls in den vier Punkten 
(ßA, hhy Ch) (A = 0, 1, 2, 3) verschwinden muss. Denn es ist 

{ÄG, + BG, + CG,)En = HG,; 

wird nun (x, y, z) = (a*, 6ä, Cf,) gesetzt, so wird H = 0, während Hx 
(wenn wir nicht eine besondere Wahl der Punkte (a*, b/,, Ch) annehmen) 
von Null verschieden ist. Daraus folgt, dass wir jede Wurzelfunction 
dritter Ordnung mit dem Index in dieser Form darstellen können: 

WO G eine homogene Function vierter Ordnung bedeutet, die in den 
sieben Doppelpunkten und den vier Punkten (a* , 6a , Ca) Qi = 0, 1, 2, 3) 
verschwindet. Für die Function Wö^^ tritt nun noch die Bedingung 
hinzu, dass sie an drei ferneren Stellen : (a:, , y, , jß^i )» (rCj , y^ > ^2)? (^3 7 ^3 > ^3) 
verschwinden muss. Durch diese 14 völlig gleichartigen Bedingungen 
ist die Function bis auf einen von (oJq, j/q, Zq) unabhängigen Factor 
definirt. Wir haben eine Function vierter Ordnung in Form einer 
Determinante zu bilden, deren 15 Horizontalreihen aus der Reihe 

x^ , x^y, x^z ' ' - z* 

dadurch hervorgehen, dass man (ilr x^ y, z die Grössen 

{xh , yA, 0h) {h = 0, 1, 2, 3), (aA, h, Ch) (ä = 0, 1, 2, 3), 

(»a, &a, Ca) (« = 0, 1, • • • 7) 

setzt. Diese Determinante, die eine altemirende Function sämmtlicher 
15 Grössensysteme ist, denken wir uns noch mit einem altemirenden 
Vorzeichen behaftet; das Product ist dann unabhängig von den In- 
dices und kann durch Sq bezeichnet werden. Da WOq eine altemirende 
Function sein soll, so haben wir zu setzen: 

SOHOTTKT, Aberiehe Funot. 10 
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wo c eine Gonstante bedeutet. Dies ist demDach der einzige Fall^ in 
welchem wir die unteren Grenzen der Integiale in den Ausdruck von, 
Wöm aufgenommen haben; und auch hier ist es aus der Bildung des 
Ausdrucks unmittelbar klar, dass eine Aenderung der unteren Grenzen 
auf die Function Oq keinen Einfluss ausübt, wenn man nur die neuen 
unteren Grenzen so wählt, dass die entsprechenden Punkte der Ciirve 
Jlf OB auf einer graden Linie liegen. 



Nachtrag. 



üeber die hyperelliptisclien Functionen dreier Variabein. 

Den allgemeineu Entwicklungen liegt die Annahme zu Grunde, 
dass keine der graden 6 -Functionen zugleich mit den Argumenten 
verschwindet, dass also alle 36 Grössen Cq, CuXfi von Null verschieden 
sind. Der Vollständigkeit wegen möge nun der Fall untersucht werden, 
in welchem eine dieser 36 Constanten gleich Null ist. 

Ist Cxi^ = 0, so setzen wir xkfL = £, und bezeichnen durch 
1', 2', 3' • • • 7' die Indices x, A, /i, /3yd, yd«, da/J, aßy in irgend 
welcher Reihenfolge. Bedeutet dann a irgend eine Combination der 

neuen primitiven Indices, und setzen wir 0,^ = 0^^ so sind wieder 

durch 0Q, Qx'i'fi' alle graden, durch 0x' und ©xi' alle ungraden Theta- 

Functionen bezeichnet, und es wird ©^ = 0, wenn die Argumente 
gleich Null gesetzt werden. Derjenige Fall, in welchem eine der 35 
Grössen CxXfi den Werfh Null hat, lässt sich daher durch eine Aende- 
rung des Systems der primitiven Indices immer zurückführen auf den, 
wo Cq a= ist. 

Wir nehmen deshalb an, dass c^ = 0, die übrigen 35 Grössen CxXfi 
dagegen von verschieden sind. Im Uebrigen bleiben offenbar die 
auf S. 23 und 25 aufgestellten Relationen unter den Theta-Functionen 
bestehen*, es ist also: 

7 

= 0, 

7 

(2) S(- i)<*'''"'-'""'c*/m«cm«e*ae,„] = 0. 

Die zuletzt aufgestellte Gleichung unterscheidet sich nur dann von 
der früheren, wenn der Index kl grade ist, also entweder = 0, oder 
= xAft. Demnach erhalten wir die für diesen Fall charakteristischen 
Gleichungen, indem wir i = /r, oder i = Äxji^ setzen: 

10' 



148 Nachtrag. 

(3) ^{(-iy'"'"cixj-o, 

a=0 
7 

Aus der letzten Gleichung folgt, dass die drei Producte 

öxöji/u, ©iö/ux, ö^9x;i 

und allgemeiner: 

(5) OkxQklfiy OklQkfAXf OkfiQkxX 

immer durch eine lineare homogene Gleichung verbunden sind; das- 
selbe gilt von den drei Producten 

(6) QkafiOkYtt} 0*/^y0Arc<J> 9*ytf9*/*(J« 

Wir wollen nun die Anfangsglieder der ungraden Functionen 9x, 
Qxfi durch Wx, t^ifi, das Anfangsglied der graden Function Q^^, welches 
eine homogene quadratische Function der Argumente ist, durch Wq be- 
zeichnen. 

Aus (6) erhalten wir, indem wir dort k = d setzen, eine homo- 
gene lineare Gleichung zwischen: 

9o9^y(>, 0^0yad; Qy^afi^' 

Dieselbe Gleichung muss bestehen zwischen den Anfangsgliedern dieser 
Functionen : 

^/J^yd^a? Cyad^fi} Cafid^y' 

Daher besteht eine lineare Gleichung zwischen den drei homogenen 
linearen Functionen der Argumente: w«, w^, Uy" ^^^^ können wir so 
aussprechen : 

I. Die sieben graden Linien Wje= (x = l, 2-- -7) gehen sämmt- 
lieh durch einen Punkt. Diesen Punkt bezeichnen wir durch (0). 

Setzen wir ferner in dem System (5) i = dft, so erhalten wir 
eine Gleichung zwischen 

Oxd/nOsXt QkduQdxy QxdlfiQi' 

Hieraus ergiebt sich, wenn wir wieder auf die Anfangsglieder zurück- 
gehen, eine lineare homogene Gleichung zwischen u^X} Wdx; **d« l^ar- 
^us ist ersichtlich: 

II. Die sieben Graden Ux = und Uax = (a = 1, 2 ... 7, aber 

C x) schneiden sich in einem Punkte. Diesen bezeiclien wir durch (x). 

Endlich setzen wir im System (p) k = x X. Dann folgt eine homo- 
gene lineare Gleichung zwischen 

9;i9x^, 9x9ji^, 9xji^9q. 

Hieraus ergiebt sich, dass eine ebensolche Gleichung bestehen muss 
zwischen den drei quadratischen Functionen: 
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Dadurch erkennen wir, dass die beiden Graden w« = 0, ux = sich 
auf dem Kegelschnitt w^ = schneiden, ebenso die Graden Wx = 
und Wx^ = 0. Wir sehen also: 

III. Die acht definirten Punkte (0), (1), (2) . . . (7) liegen auf dem 
Kegelschnitt Wq = 0. 

Durch -diese drei Sätze ist die Lage der 28 Graden u^ = 0, 
Uxx'= zu einander und in Bezug auf den Kegelschnitt w^^ = aus- 
reichend charakterisirt; die Graden sind die Verbindungslinien von 
acht Punkten des Kegelschnitts, und zwar u^ = die Verbindungs- 
linie der Punkte (0) und (x), Uxz = die der Punkt.e (x) und (A). Wir 
wählen nun ein besonderes Coordinatensystem. v = sei die Tangente 
an den Kegelschnitt im Punkte (0);t;" = irgend eine andere Tan- 
gente, und v' = die Verbindungslinie der beiden Berührungspunkte. 
Der Gleichung des Kegelschnitts können wir dann die Form geben: 

vv" — t;'2 = 0. 

Für die Punkte, die auf dem Kegelschnitte liegen, hat man dann: 

und es entspricht jedem Punkte der Curve ein Werth von p, und um- 
gekehrt; speziell dem Punkte (0) der Werth |) = oo. Die Werthe 
von p, welche den übrigen Punkten (1), (2) • • • (7) entsprechen, be- 
zeichnen wir durch «j, Oj • • • «;. Die Verbindungslinie der Punkte 
(0) und (x) hat dann die Gleichung a^v — v = 0, die der Punkte (x) 
und (A) die folgende: üxaxv — (ox + (ix)v -f- t^" = 0; wir können 
daher setzen 

(7) W^o = ^o(^«^" — '«^'^); Wx = Zxt;x, UxX = hxVxX] 

wo 

(8) vn = a^v — V] v^x = anUxv — (ax + ax) v + v' 

ist, und Zq, Ix, Lx noch genauer zu bestimmende Constanten bedeuten. 
Wir können bewirken, dass zwei von den sieben Grössen a« will- 
kürlich vorgeschriebene Werthe erhalten. Wir können z. B. erreichen, 
dass a^ =0 wird dadurch, dass wir die Linie v" = mit der Tan- 
gente im Punkte (1) zusammenfallen lassen. Daun können wir noch 
V, V, v' mit drei Constanten a, h^ c multipliciren , die aber der Be- 
dingung ao = &^ genügen müssen, damit die Gleichung des Kegel- 
schnitts ungeändert bleibt. Dadurch können wir bewirken, dass «2=1 
wird; die übrigen Grössen a^, a^ * * - a-j sind dann die wesentlichen 
Constanten des Systems. Wir denken uns also zwei dieser Grössen 
willkürlich gewählt; damit ist das ganze Grössensystem aj , a2 • • • a^ 
völlig bestimmt. Es bleibt daun noch eine Aenderung übrig, die man 
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machen kann; ohne die Gleichungen der Graden und des Kegel- 
schnitts zu ändern; man kann nämlich alle drei Grössen v^ v\ v" mit 
einem und demselben Factor A; multipliciren. Dadurch geht t;^ und 
v%x in Vx' = fcvx, v'^x = fcvxz; M?o i" ^o' = ^'^w^ über; es treten also 
an die Stelle der Factoren i^» '«» 'x^i folgende: i^' = Z,ji^, Z^'sB=i^Ä, 
ixji = Ixxh' Ueber diesen Factor Ä: werden wir ebenfalls verfügen; jeder 

der Quotienten ,*, -^, -v— muss sich dann durch a., a«. . .07 allein 

*0 *0 'ü 

ausdrücken lassen. 

Wir setzen in der Gleichung (4) einmal k = x, m = yd y das 
andere Mal: k = y, w = xd. Dann erhalten wir die zwei Formeln: 

7 

a=0 
7 

a=0 

die sich, mit Hinweglassung der verschwindenden Glieder und der ge- 
hörigen Vereinfachung der Vorzeichen, auf folgende reduciren: 

9yxCa(>x0ay9^d — C^dxCayxO^yöacT = (— 1)" "*"+"y ' "^^a.^xCydxOo ©xi^ . 

Daraus ergiebt sich : 

Cu^txCYdxCxxM^^' ■" ^'^) + (— ly '^Ca/^;iCycJ>iJx;i/^t;x2t;^ 

+ (— iy*'^Ca^^Cya/x^x^?;it;x/*t;ji = 0; 

= (- l)«'^+yi^Ca^xCycrxCxi^Zo(vt;"— r'^). 
In der ersten Formel setzen wir vx = 0, also v = axv. Dann wird 
t;^ = (a^ — a;i)t;, Vx^ = v' — cn'^Vy vv" — v'^ = v{v' — ax'^v). 
Daher erhalten wir: 

CaßxCYdxCXuxlo = (— l)^'''(ai — «a*) (^aßlCYdxlxxl^ - 

In der zweiten setzen wir v^^y = 0, also v" = — OiayV -|- (ö^-^ + ^/)^ • 
Dann wird 

VaY = («« — «/*) (c'yt» — v'), v^id = (örf — Oy) {a^iV — v), 
vv" — v^= — (ayV -— v) {cißV — v)\ 
daher ist 

CafixCYd^Cxf,xk = {'-' lY^^-^y\^{aa — üß) (fly — a^) ^y x^JadxLy/^J . 

Wir führen nun folgende Bezeichnung ein: 

(9) (- l)-l^(ax~a^)=ax;i. 
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Da ( — 1)*'^ ein alternirendes Vorzeichen ist, so ist ax»'=cixi- Die 
beiden Relationen, welche wir erhalten haben, sind dann: 

(10) CafixC^dnClfinlQ = aXfiCaplCynl^ilf^y 

(11) CafitcCydxCXftxlo = Cf'aßdfdCßyttCadxlaylfid' 

Vertauscht man in der ersten Formel x mit X und multiplicirt die neu 
entstehende Formel mit der ursprünglichen, so erhält man: 

(12) c^ f^=a a, f ,f . 

Vertauscht man dagegen x, A, ft cyklisch und multiplicirt die drei so 
erhaltenen Formeln, so erhält man: 

( 13) c* , C = Ä , a a. l A l. l lA , 

\ / xXfi Q xX^Mfi Xfi xX xfi Xfi X X^fi, 

Die Division beider Gleichungen liefert: 

; ^xxKfih fihh ^ xxK^h ^ hxh/ih/i 

CxXfif'Q — j—j^ -j • ~Ti7T " * 

In dieser Form geschrieben, zeigt diese Gleichung, dass der Quotient 

<^xjK'^' _ ^ 

*XJl*Ü 

einen von den Indices x, X unabhängigen Werth haben muss. Diesen 
Werth r können wir, indem wir dadurch über den erwähnten willkür- 
lichen Factor Je verfügen, gleich 1 setzen; wir erhalten dann: 



(14) axx = 



z- z* 

^x'h?' 



(15) ''^/^=i_^^W^iL. 

*o »x ^X V 

Diese Ausdrücke für die Grössen a^x und c^ift, führen wir in die beiden 
Gleichungen (10) und (11) ein. Dann verwandeln sich dieselben in 
Relationen zwischen den Grössen { allein: 

.*ßN hti(^iA^yxhxh.xKx htX^/ixKxhxKxKiX 

(16) ' :, = '—^^ •- , 

^ ' ~ l 'l /j l'Ül l '^ ' 

Wir bezeichnen nun das Product aller sechs Grössen i„x, die man er- 
hält, wenn man für a die sechs von x verschiednen primitiven Indices 
setzt, durch Z«; mit L dagegen das Product aller 21 Grössen Ixx* Aus 
dieser Definition folgt dann identisch: 

(18) L' = L,L,'' Lt, 



fiX^lix^xX ^'x^'X^'n 






152 Nachtrag. 

Danach gehen die beiden Gleichungen (16) und (17) in folgende über: 

L^ L^ T l ^IJl 2/. 2 

^90^ -^ s=,Zi. i> ^ *tt V V M . 

^ ^ IJ Z,3' L^L.L l hl Ji 

X *A -"x -"i ■"/!* 'x *l *ft *o 

Aus der ersten dieser Gleichungen folgt: 

(21) L, = ml,\ 

wo m eine von dem Index x unabhängige Grösse bedeutet; aus der 
zweiten dann: 

(22) i = ^ l,H^H 'V l»'h%^ = ??. 

wenn wir unter { das Product der sieben Grossen la verstehen. Da 
nun L^ gleich dem Product der sieben Grössen L« ist, so folgt aus 
(21), dass 

ist. Vergleichen Wir dies mit (22), so erhalten wir 



Es ist also: 



"^^v 



(23) Lx = -Yf) ^ =' Tu 



►0 »0 



Es ist jetzt leicht, y^, ~, ~=^ durch die 21 Grössen aa/^, d. h. 
die Differenzen der sieben Parameter a^ . . . a^ auszudrücken. Die 

letzte Gleichung L» = -A- lässt sich so schreiben : 

a a 

WO das Product auszudehnen ist über alle von x verschiedenen Zahlen 

a der Reihe 1, 2 • • • 7. Da nun nach (14) -fjj-^ = ^xx ist, so er- 
halten wir: 



(24) 



l 4 1 

*x * 



V /7(«„.) ' 

a 

Aus der Gleichung (14) geht nvin weiter hervor: 



(25) 

und' aus (15): 
(26) 



'o* i7(«««) UC^al) ' 



u 



4 2 2 2 



V na^a.) m^ax) m^a,) 
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Nun ist 

jrj(aax) = — JJ[{(^a — «x) 

a a 

^ — ifla — an) (flß — ttx) {ay — ttx) (a^ — a^) (ax — a») (a^ — «x) ; 
es ist also: 

In' -1 



(27) 



^0^ («« - «x) («^ - «x) («y - «x) («J - «x) («2 - «x) («^ - «x) ' 
ixi^ -^ 

'*, — 1 ' 



^0^ («a - «x) («/? - «x) («y - «x) («<> ^ «x) («« " «i ) («^ - «il ) 

(«y - «a) («d - «0 («a - a^) («/? - «^) («y " %) («d " «^) ' 

Damit ist die Aufgabe; die in der Theorie vorkommenden Gonstanten 
durch unabhängige Grössen auszudrücken, gelöst. 

Wir gehen nun dazu über, einige einfache Relationen unter den 
Theta-Functionen selbst aufzustellen, aus denen die Art ihres algebrai- 
schen Zusammenhangs klar erkannt werden kann. Die algebraische 
Darstellung der 6-Quotienten durch drei unabhängige Grössen x^, x^y 
x^ ergiebt sich dann fast von selbst. Wir wollen aber zuvor von den 
Theta- Functionen ihre irrationalen constanten Factoren Z„; {«, l^i, 
Cxifi absondern ; und 

(28) öo = ^)(yo> 0x == ix^^x, Qxl = l»l^Kl, OxXfi ^= CttXfitfxlfi 

setzen^ so dass jetzt das Anfangsglied in der Entwickelung von (T^ 
gradezu ==* vv' — v^, das von ö^ == v , das von ö^x = v^Xy und das 
Aufangsglied von (T»ji^ e= 1 ist. 

Femer dividiren wir durch öq alle 63 übrigen Grössen (T^i und 
bezeichnen den Quotienten durch p„t. Es ist also 



^u ^ ^xX ^ ^ttXfi 



(29) l>x = -/, l>x2=-~^, Pxx^ 

I. Wir leiten zunächst eine Relation her aus der Gleichung (3), 
indem wir dort A; = 0, m = xk^jt setzen. Für a '^ x, X, ^ verschwindet 
der Factor Cma'^ es ist also: 

oder: 

Führen wir hier die Grössen |> ein^ so erhalten wir: 
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Nun ist nach (15) 

daher: 

Wenden wir hier die Formel (17) an, so folgt: 

daher : 



K X ^Xfi hfl K h ^fi ^0^ 'a^ ^oy ^a d ' 



_5?yl^« = i«^^A'^ 1 



Erheben wir diese Formel in's Quadrat, so ist nach (14): 

o/f g Y ad ___ 
*a */f *y *d 

es ist also: 

mithin erhalten wir: 

(A) S U !^ x}=l. 

Zwischen je vier der sieben Grössen p«^ besteht also eine nicht homo- 
gene lineare Gleichung. 

II. Wir gehen zurück auf die Gleichung (2). Aus dieser geht 
hervor, dass zwischen den vier Producteu <Ja<y.«x? ^ß^ßx} (^y^y'*^ <f6^6»c 
eine lineare homogene Gleichung 

besteht; man erhält diese, indem man k = x, 1 = 0, m>=Aft setzt. 
Wir wollen aber die Coefficienten in anderer Weise bestimmen. 
Offenbar muss dieselbe Gleichung zwischen den Anfangsgliedern be- 
stehen : 

ÄVaVax + iiVfiV^n + CVyVyn + BvdV^x = 0. 

Wir setzen imn v = 1, v' =jp, v" = p^\ dann geht 

Vx in ax — p, Vtcx iu (ax — p) {ax — p) 
über. Es muss also, für willkürliche Werthe vonjj, die Gleichung bestehen: 
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Äiaa-py + B{a^-py + dar - p^ + -»(«.r - PY = 0. 

Daraus geht hervor: Zwischen je vier Functionen jj^^^ax» PiiPfix^ PyPy*' 
PdPdx besteht eine Gleichung: 

(B) ÄpaPax + SPfiPfix + CpyPyx + DpsPdx = 0, 

deren Coefficienten bestimmt sind durch die Formeln: 

Ä + B +C + D =0, 
Äaa -^Büß -{- Cay -{- Das =0, 

Aüa" + ^ V + ^'< + ^^^^ = 0. 

III. Wir wissen, dass eine Gleichung besteht von der Form:, 

Aö^Ox^ + Böxöx^ + COf,0yi = 0. 

Die Coefficienten lassen sich auch hier bestimmen, indem man auf die 
Anfangsglieder zurückgeht : 

AVnVXf, + BvxVxf, + CVf^VxX = 0. 

Da ein Coefficient von v' in den Grössen Va nicht vorkommt, in den 
Grössen Va^ dagegen gleich 1 ist, so erhalten wir: 

Avn + Bvx + Cv^ = 0, 
oder: 

A{anV — v) + B{axv — v) + C(a^t; — v) = 0. 
Hieraus folgt: 

A = ax — üft, B'^a^ — ax, C = üx — ax] 
daher: 

(C) (ax — af,)pxpx^ + (a^ — an)pxPnx + («x — (^x)PtAPxx = 0. 

IV. Wir stellen jetzt noch zwei Gleichungen auf, welche Be- 
ziehungen der Functionen 2)x;i^ zu den übrigen angeben. Erstens muss 
eine lineare Relation bestehen zwischen <Jq 0x^14 , (fxx^^, ^xfi^x] zweitens 
zwischen ^o^xA^o ^ay^^ßd und o^yCad* Beide Relationen sind schon auf- 
gestellt, als es sich um die Darstellung der Moduln handelte, und die 
einfachsten Ausdrücke der Coefficienten sind durch die Formeln (10) 
und (11) gegeben. Es ist demnach 

ax^^o^üxx^i + (— if^f'^xxO^ + (- ^Y\^6x^,(ix = 0, 

(— ^Y^^'*'^^^^o.afiays6^0xXt, = <y«y<y^cr — (J/^yC^aa; 
oder: 

P^iPß — P*nPi + (a>i — (h)PxXM- = 0, 

PayPßd — PfiyPad = (a« — üß) {üy — a^jp^Xfi* 

Wir erhalten also PnXfi ausgedrückt in zwei verschiedenen Formen: 
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PxPxu—PuPxX 



(D) Pxx^ 



^i-^ 



Aus den fünf aufgestellten Relationen lassen sich nun folgende 
Schlüsse ziehen. 

Zunächst folgt aus (A), dass sich die sieben Grössen p^'^ durch 
drei Grossen f^^ f\y f^ in folgender Weise ausdrücken lassen: 

Pn^ = an^ — /*, ax^ + /*2«x " fzf 

also, wenn man die ganze Function dritter Ordnung 

(30) x^ - U x^ + /2^ - /3 mit 9? {x) 
bezeichnet: 

(31) Px^ = ^>(ax^ 

Denn diese Function genügt offenbar identisch der Relation 

a,/*,^(r »(««-«/*) {""a-^y) («a~«rf)J 

Bestimmt man nun f^ y f^ , f^ durch die drei linearen Gleichungen 
g?(a,)=|)^2, 9?(a2) =J52^; 9(^3) =^3^? so folgt aus dieser Gleichung 
im Verein mit (A), dass allgemein 9?(aa)=l?a' sein muss. Die Coef- 
ficienten /*j, /j, ^ der Function 9?(ax) sind demnach bestimmte Abel- 
sche Functionen der Argumente ^ und zwar lineare Functionen der 
Grossen p^'^. 

Aus der Gleichung (B), die wir so schreiben können: 

ÄpaPxPax + JiPiiPxP^ix + CpyPxPyx + DpdPxPdx = 0, 

folgt femer, dass sich die 21 Producte PxPxPxi (x, k = 1, 2 • • • 7, 
X ^ A) sich linear und homogen durch sechs unter ihnen 

PiPiPny PxPzPn^ PxPaPuj PzPiPny PiPxP2i> PsPaPm 

ausdrücken lassen. Versteht man unter (p{x, y) eine ganze und sym- 
metrische Function vom zweiten Grade in Bezug auf x und y, so be- 
stehen zwischen den 21 Grössen q>{axj ax) genau dieselben Gleichungen, 
wie zwischen den Grössen jpxJPAjPxii : 

Aq>{aaj ax) + Jiq>{ai, ax) + Cq>{ay, üx) + Dq){aA, Ux) = 0, 

wo 

A + li + C+D = 0', Äüa + Bali + Gay + Das = 0, 

AaJ + Bau'' + ^< + ^«^^ = 

ist. Wenn wir also die sechs Coefficienten dieser Function (p{Xy y) 
so bestimmen, dass die sechs Gleichungen 
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9?(«it» «i) =Px2)xPxx (x, A = 1, 2, 3, 4) 

besteheil; so miiss diese Gleichung allgemoin gelten für alle 21 (-om- 
binationen der Indices 1, 2 • • • 7. Wir können also allgemein die 21 
Producte pxpxpxx durch sechs von den Indices abhängigen Grössen in 
folgender Weise ausdrücken: 

/x,A = l,2...7\ 
(3^) p^PiPxX'-=^q>{ax, ax) l ^<^ j, 

wo 9? (aj, y) eine ganze und symmetrische Function von x und y be- 
deutet, die in Bezug auf beide Grössen vom zweiten Grade ist, und 
deren sechs Coefficienten AbeFsche Functionen sind. 

Die dritte der entwickelten Relationen giebt nun einen Zusammen- 
hang zwischen den Functionen ip{x) und q>{x, y). Wir erhalten, in- 
dem wir die Gleichung (C) mit PxpxPfA raultipliciren , und p^^ durch 
9(^x); PxPftPXjii durch (p{ax, a^^ etc. ersetzen: 

{ax — a^) (p{ax) (p{ai, a^,) + {a^ — ^x) q>{ax) (p{a^n Ox) 

+ (ox — ax) 9? (a^) g^i^x, ax) = 0. 

Ersetzen wir auf der linken Seite dieser Gleichung a«, axf a^ durch 
a:, y, jSf, so erhalten wir eine ganze Function <t>{x,y,is), die in Bezug 
auf jede der Veränderlichen vom dritten Grade ist. Diese Function 
hat die Eigenschaft, zu verschwinden, wenn für x, y, z drei Grössen 
der Reihe a^ a^ ' - - a-j gesetzt werden. Daraus folgt, dass sie iden- 
tisch verschwinden muss. Demnach ist identisch: 

a)(x 1/1 = (- ~ ^^ ^-^^^ ^ (^»A- ^y "" ^1^ ^^) ^ ^y> ^) . 

Geben wir der Grösse z einen constanten Werth c und bezeichnen 



so ist demnach 



W\ y J) X - y 



^{x) ist eine ganze Function dritten Grades von x. Diese können wir 
auf die Form bringen: 

lil,{x) = c'(p(x) — ^(a?), 

wo ilf{x) eine ganze Function zweiten Grades bedeutet. Dann ist: 



(33) 9(^7!/) 



g^W-^Cy) — fpiy)tif(x) 



x — y 

Auf diese Weise sind jetzt die Functionen p^ und pxx durch sechs 
Hülfsgrössen ausgedrückt, nämlich die Coefficienten /*, , f^, f^ der kubi- 
schen Function q>{x) und die der quadratischen Function -^{x): 
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(34) p^^ = 9? (^ax) ; p^cpx Pnx = -qj^T^ " " ' 

Dies sind bekanute Kormelu aus der von Herrn Weierstrass aufgestellten 
allgemeinen Theorie der hyperelliptischen Functionen. ^ 

Es sollen jetzt anstatt dieser sechs Hülfsgrössen andere eingeführt 
werden; nämlich diejenigen Werthe a:, , ajj, x^, wofür die kubische 
Function q>(x) verschwindet, und diejenigen Werthe j/j, y^^ y^, welche 
die quadratische Function ^ {x) annimmt, wenn a?, , x,^ , x^ für x gesetzt 
wird. Es ist also q){Xh) = 0. ^(a?*) = yn (A = 1, 2, 3), daher: 

(35) fp{x) = {x — x^) (X — x^) {X — x^)y 
Hieraus folgt: 

^v ' ^ X — X ' 

Daher erhalten wir: 

|>x* = (a» — «,) (o, — a;j) (a, — aij)', 

Von den beiden Gleichungen (D) und (E) giebt die erste, wenn 
wir für die Grössen p^i und j^x/* ihre Ausdrücke einsetzen, die Dar- 
stellung von PxXfi'- 

3 



also: 
(38) 



^ " «i - «,, ){#i I («X - *AJ »'(**) L«^ -- *A «i - ••= J / ' 



Eine andere Darstellung liefert die letzte Gleichung. Setzt man näm- 
lich in dieser für payy Pfid, Pfiy> Päd ihre Summen -Ausdrücke^ so er- 
giebt sich: 

(«a--«/»)(«y-«d) 

PaPpPyPd ^"^^ 

3 3 f 

' ..-1i. 
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Führt man hier die Subtraction unter dem Summeiizeicheii aus und 
bezeichnet zur Abkürzung: 

{üa — x) {üfi — po) (öy — x) {ae — - x) mit P{x), 

so ergiebt sich; da 

(«/* — Xf,) (aa — Xk) — {Oa — Xj) {a^ — Xk) = (aa — a^) {Xk — x„) 

ist: 

Der Ausdruck auf der rechten Seite ist eine homogene quadratische 
Function von y^, y.^, y^. Die Coefficienten von y^^, y^, y^ sind 
offenbar Null; dagegen der CoefScient von y^y^' 

P(X,) P^it) 9 Ix,) 9' (X.) "T" P\x,) 'P\xt) q>\Xt) 9 (a? t) 

Dies ist 

Hi^,) P(a;;) 9' (rr.) g,'(x^ P(a:,) P(i,) ^'(a;,) * 

Nun ist offenbar 

F{x,,) Pix,) P{x,) =Pa'Pfi'Pr'P»'\ 
daher: 

Die beiden andern Coefficienten ergeben sich hieraus durch Vertausclunig 
der Indices. Demgemäss erhalten w^ir: 

3 

_ -vxVtyt 

PaPßPyPd 

Wir bezeichnen jetzt durch R[x) die ganze Function siebenten Grades, 
welche durch Multiplication der sieben Linearfactoren a„ — x her- 
vorgeht : 

(39) R(x) = (a, - X) (0-2 - o;) • . • («; - x), 

und durch p das Product der sieben Grössen P\, P2 - - • Pt- Dann ist 

P(x)= —^-:^ » .= ^»^ ^''^ ^A^ . 

(«X - - ^ ) (">l - - ^ ) («/. - ^'^i ' Pa P,i Py /M " P ' 

folglich : 

Vergleicht man diese Darstellung mit der zuerst gegebenen, so sieht 
man, dass beide genau übereinstimmen, bis darauf, dass an die Stelle 
von y*: 



P^Xfi = 
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- ^•5-'" ^ = y.' (Ä = 1, 2, 3) 

getreten ist. Dies ist offenbar uur dadurch möglich^ dass die Grössen 
j/a' den entsprechenden y^ gleich sind; es muss also 

- Vxy^y^^iP^k) = pyi? (Ä = 1, 2, 3) 
sein. Hieraus folgt, wenn wir die drei Gleichungen multipliciren : 

und da offenbar 

iJ(a;,) It(x^) B(Xv) ==^p^ ist: 

(40) — yty2y3=i>; 

mithin : 

(41) yH^ = Il{xn\ 

Es bleiben noch die Argumente durch Integrale erster Gattung 
auszudrücken. Wir wollen v, v, v' als Argumente auffassen, was einer 
linearen Transformation gleichkommt. Wir setzen: 

F-^'-^ + aü^+c'-^; 

A, By C sollen willkürliche Constanten bedeuten. Dieser Ausdruck -F 
hat die Eigenschaft, dass, wenn wir ihn mit öqöx multipliciren, er 
übergeht in eine grade Theta-Function zweiten Grades nut dem Index 
X, und zwar eine solche, welche verschwindet, wenn die Argumente 
gleich Null gesetzt werden. Functionen derselben Art sind die sechs 

Producte 6a^a» (a = 1, 2 • • • 7, aber ^ x). Die Anzahl der linear un- 
abhängigen Theta-Functionen zweiten Grades mit dem Index x, welche 
grade sind, ist vier; zwischen je fünf derselben muss also eine lineare 
Gleichung bestehen. Stellen wir daher das System auf 

^a^avi ^ß^ßx} ^y^y%i ^aßy^^^ftf 

SO muss zwischen Fa^öx und diesen vier Producten eine lineare homo- 
gene Gleichung bestehen. In dieser muss der Coefficieut des Gliedes 
Oaßr^i^t^ den Werth Null haben, weil dieses das einzige ist, welches 
nicht verschwindet, wenn die Argumente gleich Null gesetzt werden. 
Wir erhalten also: 

(43) F6^ (Tx = ^{K da ^a x). 

Die Coefficienten ka, k^, ky werden bestimmt durch die Anfangsglieder. 
Das der Function 



- ., (4 -I? + JJ I? + f U-) 
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erhalten wir, wenn wir GxV — v für öy, vv" — v"^ für a,, einsets^en. 
Dasselbe ist also: 

(vv" - v"") {Aar, - B) - {(irv - v) {Av' - '2JJv + Cv). 
Dieser Ausdruck muss 

sein. Setzen wir nun v = \j v =^ p, v" = p^ so wird 

vv" — v^' = 0; Av" - 2Bv + Cv =- A f - 2Bp + C; 

Vat;«x = (öxV - v) (fl« — jp)^ 
wir erhalten also zur Bestimmung der Coefficienten folgende Formel 

(44) - {Ap-^ -2Bp + 0)^ 2!^k„ («« - p)') , 

welche identisch, für alle Werthe von p, gilt. 
Aus (43) folgt: 

Für pax setzen wir den gefundenen Summen-Ausdruck; ebenso fürp«': 
(a« — x,) (Uu — ^2) (^« ~ ^3)- Dä,nn ergiebt sich : 

oder: 

Nun folgt aus der Gleichung (44), wie man leicht sieht, die all- 
gemeinere: 

{Kiaa-p) {aa " q)} - - {Apq - B (p + q) + C}; 




es ist daher: 

^{hia,, — Xk) (aa - Xt)} =^ {AxkXi — B{Xk + xi).+ C}, 
mithin : 

Wir setzen jetzt für ^, jB, C die Differentiale rfy, rfv, dv". Danu 
geht F in rflogjf?x über, und da 

ScHOTTKT, Abersche Funut. 11 
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ist, so erhalten wir: 






Diese Gleichung muss gelten für x =^ \, 2 - - - 1. Das ist nur da- 
durch möglich, dass in beiden Summen die einzelnen Glieder überein- 
stimmen : 

dxf^ x^Xf dv — ( x^ + Xi) dv'-^ dv" 
Löst man diese drei Gleichungen nach dv, dv, dv" auf, so crgiebt sich: 



A=:l 

a 



Xl dx, 



■"■"Sit?)' 

) 



dv' == 




Xf^'^dXf^ 



Berichtigungen. 



/ 



S. 14 Z. 7 V. o. lies "?-+J für "Hi?. 

2 2 

S. 21 Z. 10 V. u. lies «''• + f'*» für 

S. 26 Z. 17 V. u. lies 0^, für 0. 

S. 29 Z. 7 V. u. lies (59) für (60). 
S. 48 Z. 9 V. o. lies f^^^ für /^y. 

S. 48 Z. 1 V. u. lies (b) für (6). 

S. 49 Z. 11 V. o. lies (11) für (4). 

S. 61 Z. 13 V. 0. lies Formel (f) » 0. 
S. 66 Z. 9 V. o. lies QLH^ für QLH. 

S. 56 Z. 16 V. o. lies Jf^' für //'. 

S. 61 Z. 6 V. u. lies c^ für c. 

8. 69 Z. 1 V. u. lies c^^^ für c^^. 



S. 72 Z. 4 V. u. lies F' für F„^. 

S. 75 Z. 18 V. u. lies f^^^ für f^^^ 

S. 76 Z. 13 V. o. lies oiv„^ für a^^. 

S. 77 Z. 10 V. u. lies g^ für g. 
S. 83 Z. 11 V. o. lies 

S. 109 Z. 12 V. 0. lies km für ^n». 
S. 122 Z. 15 V. u. lies {I/äJ^} für 

S. 126 Z. 12 V. u. lies <t>" für <t>. 
S. 126 Z. 19 V. o. lies <t>° für <t>«. 



S. 145 Z. 6 V. u. lies (a » 1 , 2 
S. 153 Z. 5 V. o. lies Jo* för 'o". 
S. 154 Z. 17 V. u. lies Zo* für ^^ 
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